Folgerungen aus dem Divergenzsatz

Sei Q ein Gebiet in IR® und B ein kompakter Bereich in € mit stiickweise glattem
Rand dB. Der Divergenzsatz (oder Satz von Gauss) besagt, dass fiir jedes C Vektorfeld

v auf
/ U-ﬁdw:/VUdu
oB B

Dabei bezeichnet 77(z) den nach aussen zeigenden Normaleneinheitsvektor in einem Punkt
x € 0B.

Die Greenschen Identitaten

Theorem. Seien f und g zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf ). Dann gilt
(1)
/B [fAg+ (V) - (V)] d = /a Dag
Dabei bezeichnet fiir jeden Punkt x € OB
Dirg = (Vg) -1

die Richtungsableitung von g in Richtung 7i.

(i)
| [rag=gafldu= [ (£ Dag—gDsf]

Beweis: (i) Nach dem Divergenzsatz, angewendet auf das Vektorfeld fVg, ist

f Dag duw :/

0B

(19g-i1) do = |

[ V-0 dn= [ [£A9+ (90 (Vo)) du

oB
denn V-Vg = Ag.

(ii) Nach Teil (i) gilt

/B[fAQJr(Vf%(Vg)} dp= | fDsgdw

oB

/B[gAer(VgHVf)} duz/aBgDﬁf dw

Subtrahieren dieser beiden Gleichungen gibt die Behauptung. [ |
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Varianten des Divergenzsatzes

Theorem Sei f eine Funktion und v ein Vektorfeld auf Q). Dann gelten die Vektor—
Identitaten

anndw:/BVfdu
/(Uxﬁ)dw:—/(Vxﬂ’)du
oB B

Beweis: Wir bezeichnen mit €; den i—ten Einheitsvektor. Um die erste Gleichung zu
beweisen, setze
Fy
F = FQ = /fﬁ dw
F3
Nach dem Divergenzsatz, angewendet auf die Vektorfelder fe; (i =1,2,3 ) ist

—

i F=Fi= [ (fai)do= [ V(@) du= [ S dp=ci- [ 9f dy
OB B B B

Damit ergibt sich die erste Gleichung.
Fiir die zweite Gleichung setze T = Jop(Tx ) dw. Ahnlich wie oben zeigen wir, dass
fiir i = 1,2,3

a-f:—ez-/(vw)du
B

Dies priifen wir fiir ¢ = 1 nach. Nach dem Divergenzsatz ist

0
é’l-f:/ (vang — v3n2) dw:/ —v3 | -7 dw
0B 0B \ 4,
0
:/V- —v3 du:/(—g—gz g—x)du:—/gl-(VxU)du
B Vs B B



