D-ITET Analysis 11 FS 13
Prof. Horst Knorrer

Musterlosung 4

1. Der Ball wird in Richtung des geringsten Widerstandes rollen, d.h. in die Richtung, wo die
Fliache G(f) den geringsten Widerstand aufweist Mit anderen Worten heisst das, dass der Ball
in die Richtung € rollt, wo die Richtungsableitung Dzf minimal ist. Sei € = (cos(ip), sin(p)).
Wir berechnen

Dzf =Vf(1,1)- &= 6cos(p) + 6sin(p).

Die bedingung fiir ein Minimum ist

d
@Dgf = 6 [cos(p) — sin(y)] = 0.
Somit kommen als Richtungen
Tyt
Y1 = 47 Y2 = 4

in Frage. Offensichtlich gilt
6 cos(p2) + 6sin(ps) < 6 cos(p1) + 6sin(pr)

Somit rollt der Ball in die Richtung &' = (—%7 —%) und in die Raumrichtung (—%, —%, —6/2).

2. Erinnern wir uns an den Satz von Schwarz
Die Funktion f(z,y) besitze in (z, yo) € R? die partiellen Ableitungen 9, f(zo, o), 9y f (70, yo)
und 9y f(z0, o). Sind 0, f, Oy f und Jyy f stetig in (xo,yo), so existiert auch dyq f (o, yo) und
es gilt
3yxf($07y0) = 8zyf(x07y0)'

Sei nun

Nt

2 falls (2,y) # (0,0
= wrp sy ’
9(w,y) { 0  falls (z,y) = (0,0)

Fiir (x,y) # (0,0) berechnen wir

(22 + y2)y® — 2225 b — 22y .

3y2$($2 + yQ) _ 2$2y4
8yg(x,y) = (932 +y2)2

Daraus berechnen wir
=223 (2% 4+ y?)? — dx(2? + y?) [v° — 2%]
(22 + 424
(2% +y?)? [6yx3 + 1232 — szyﬂ — 4y (2? + y?) [3y2x(a:2 +y?) — 2x2y4]
(22 + y2)*

Ovag(,y) =

ayyg(zv y) =

Bitte wenden!



Fiir (x,y) # (0,0) folgt weiter mit Satz von Schwarz

(2% +y*)? [5y! — 32%y°] —dy(=® +4°) [y° — 2%°]
(1.2 +y2)4

ayzg($7y) = 8Iy9(377y) =

Es bleibt der Punkt (0,0) zu untersuchen. Fiir z = 0 und y # 0 folgt

o 9(hy) —g(0,0) v
Fiir (0,0) folgt
g(ha O) - 9(07 O)

=0.
h

9:9(0,0) = lim

Zusammenfassend folgt also
9:900,y) =y VyeR

Sei nun umgekehrt y = 0 und x beliebig. Wir berechnen, falls z # 0

h) — h?
d,9(z,0) = }{%M — lim %

h hl—>0x2+h2:o

Im fall z = 0 folgt
9(07 h) — g(oa 0)

=0.
h

ayg<07 0) = %E}%

Also folgt
8@!9(‘%’ 0) =0.

Berechnen wir nun die Ableitungen 2. Ordnung in (0,0) folgt sofort

ayacg(ovo) =1 # 0= 8953/9(070)

3. Sei K der Kegel wie auf dem Bild unten. Wir berechen zuerst das Volemen des Kegels.

Abbildung 1: Kegel K
V:///dV:///dxdydz
K K

Siehe nichstes Blatt!



Um das Volumen zu berechnen benutzen wir Zylindrische Koordinaten:
x =rcos(p), y=rsin(p), z==2

Die Grenze fiir 7, und z sind 7 € [0,a], ¢ € [0,27] und z € [2r, h]. Die Jacobi Determinante

der Zylindrischen Transformation ist J = r. Also, wir haben

2r a h 21 a

V:// / szdrdcp://(hr—ﬁﬂ)drdap
a
0 0 hr/a 0 0
1 7 1
_ 1,9 _ 1 2
= 6ha /dap 37rha .
0

a) Der Schwerpunkt des Kegels liegt auf der z— Achse. ( Uberpriifen sie das indem sie zeigen
[[[zdV = [[[ydV = 0. Das folgt auch als der Kegel symetrisch beziiglich zz und yz
K K

Achse ist) Also, wir haben

2w ra rh
Mgy = /// zdV = / / / zrdzdrde =
e 0 0 Jhr/a

27 a 2 27
1/, h 3 1., 2/ 1 55
= = - = == =-7 1
/0 /0 2(h r 27“ )d’l‘d(p Sh a ; d(p 4 h%a ( )

Dann z = M,,/V = 3h und der Scwerpunkt hat die Koordinaten (0,0, 2h).
b) Das Trigheitsmoment beziiglich z— Achse ist gegeben als

I, = /IZ/ o(z,y,2)%dV = /K//(x2 + y*)dxdydz.

Wir berechen I, wieder in Zylindrischen Koordianten

2 a h

1 3
_ 2 _ 4 _ 2
sz// / rerdzdrdyp = 107rha 1Oa V.

0 0 hr/a

c) Sei die Gerade y— Achse. Aus der Vorlesung ist bekannt dass

I, = ///K(x2 + 22)dV = 7/ /h (r? cos® () + 2%)rdzdrdy

0 0 hr/a
27 a 3
h 1 h
:/0 /0 ((hr3—gr4)cos2(<p)+§(h3r——a3r4)>drdtp
L a0 Lo 30, 1,
= 57Tha (h + 70 )= 5(h + 50 V.

d) Ist das Trigheitsmoment beziiglich einer Drehachse durch den Schwerpunkt bekannt, so
kann mit dem Satz von Parallelachsen das Trégheitsmoment fiir alle Drehachsen, die par-
allel zu dieser sind, berechnet werden.

Satz von Parallelachsen: Sei ¢ eine Drehachse die den Schwerpunk des Korpers K

Bitte wenden!



enthélt. Sei d zur ¢ parallele Drehachse mit dem Abstand g von c¢. Dann erfiillen die
Tragheitsmomente I. und I; die folgende Identitét

Iy = I +mg?,
wo m die Masse des Korpers K bezeichnet.
Sei ¢ die Linie die den Schwerpunkt enthélt und zur y— Achse parallel ist (wie auf der
Abbildung 1)
3 1, 9 4 3
- - - —hV=—
5 19V " 15 80

e) Sei d der Durchmesser der Basis, der parallel zur y—Achse ist (wie auf der Abbildung 1).
Dann haben wir

3
I,=1+ V(Zh)Q =1I.=-(h*+ (% + 4a*)V

1

1 3 1
Id = IC + V(Eh)2 = %<h2 + 4012)V + EhQV = 20

(2h? 4 3a*)V

Frage 1

Sei f(x,y) = (xy)?. Die partielle Ableitung 9, f(x,y) ist

4. O 2xy
O 2xy?
v O 2%y

Die Funktion f(z,y) = ?y? und die Ableitung nach y ist 9, f(z,y) = 2y

5. Frage 2

Sei f(z,y) == Sm(“ﬁ%@)) Die partielle Ableitung 0y, f ist

cos I2 an ZL’2
VvV O fuy= m [cos(z2 tan(y)) — 22 tan(y) sin(2? tan(y)) — %}

2z (7(1+m2) sin(z? tan(y))—cos(z> tan(y)))

O fmy = (1+=22)2

2z ((1+z2) cos(z? tan(y))—sin(z? tan(y)))

O fwy = (1+=2)2

Die Funktion f(z,y) ist stetig und ihre Ableitungen sind auch stetig. Wir berechnen fiir alle (z,y) € R?
_ 2z tan(y)(1 + 2?) cos(z” tan(y)) — 2z sin(z” tan(y))

cos(z? tan 1+ tan® z?
Oy f(z,y) = ( (yl))_’(_ 72 (W) :
Daraus folgt
2z cos(z? tan(y))z?

Ony f(z,y) = cos(z” tan(y)) — ° tan(y) sin(z” tan(y)) —

(1 + x2) cos?(y) (1+=22)



