D-ITET Analysis 11 FS 13
Prof. Horst Knorrer

Musterlosung 8

1. Der Integrationsbereich B ist rotationssymmetrisch um die z-Achse und entsteht daher durch
Drehung eines Durchschnittes mit der halben Koordinatenebene {(z,y,z) € R3|ly =0Az > 0}
um die z-Achse. Dieser Durchschnitt wird begrenzt durch

e die z-Achse,

o die Parabel 22 + y2 = 2az
und

e den Kreis 22 4 y? + 22 = 3a°.
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Der Symmetrie des Problems entsprechend rechnen wir in Zylinderkoordinaten:

T = TCoSQ (r>0, ¢ €l0,2m))
= rsing
z = z = $2+y2:r2.

Die Parabel und der Kreis von oben werden dann durch die Gleichungen
2 =2az und 72+ 2% =3a?
beschrieben.

Damit wir die Integrationsgrenzen bestimmen koénnen, benotigen wir den Schnittpunkt von
Parabel und Kreis:

2 = 2az und r?+2% = 3a°
= 2az + 22 = 3d?
2242z2-30> = 0
-3
712 = —axva®+3d? = { “

Bitte wenden!



z = —3a entfillt als Losung, da r? = 2az dann keine Losung © € R hat.

= Schnittpunkt von Parabel und Kreis: | z = a, r = v2az = V2a. ‘

Fiir die Berechnung der Masse miissen wir noch das Volumenelement und die Dichte in Zylin-
derkoordinaten ausdriicken:

Volumenelement: dV = rdrdzdy
Dichte: o = 2?2 +9y%+22 = 12+ 22

Damit erhalten wir

Masse = /ng:
B

a \/E 2 \/ga m 21
/ / / (r3 + 2%r) dpdrdz + / / / (r3 + 2%r) dpdrdz =
o Jo 0 a 0 0
a pvV2az V3a pv3Ba?—22
= 27r/ / (3 + 2%r) drdz + 27r/ / (r3 + 2%r) drdz
0o Jo a 0

Wir verwenden

1 1 1
/7‘3 + 227 dr = Zr‘l + 5227"2 +C = Z(T2 + 2292+ C

und erhalten damit

=
Masse
2az V3a 1 V3a?—z2
= 27 { (r? + 22?) } dz + / [(r2 + 222)r2] dz
0 r=0 a 4 r=0
a 1 V3a 1
= 27 Z (2az + 22%)2az dz + / 1(3(12 + 2%)(3a% — 2%) dz
0 a
1 [V3e
= 27 / 222 pa dz+ - / 9a* — 2% dz
0 4 a
1 @« 1 .]]v3e
= <[3a z° 4+ az } Z:0+ 1 [9a4z— 52'5} Z_g)
_ 1 5 1 5 1 5 1 5 14
= 27 (3 4 4 \/§<9a 5 9a > 1 (9a 50
5

9v3
= 2ma <_60+ 5 )

Bemerkung: Man kann F' auch anders parametrisieren und die Masse mit der Formel

V2a V3a2—r2
Masse = 277/ /2 (r3 + 2%r) dzdr
0 2

berechnen.

Siehe nichstes Blatt!
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2. Die Menge B setzt sich zusammen aus den drei Eckpunkten

ne () me) ne ()

den Randbodgen v, 7y2,v3 und dem Inneren B. Die kritischen Punkte von fin B miissen das
folgende Gleichungssystem erfiillen:

Vf=(2z—8,2y —6) = (0,0).

Wir erhalten den Punkt Py = , der, wie man sich leicht tiberzeugt, tatsichlich in B liegt

4
3
(wegen 42 + 32 = 25 < 100 = 10?).
Langs v ist x = 0 und —10 < y < 5. Die bedingt kritischen Punkte von f auf v; sind die
kritischen Punkte der ersetzten Funktion

y— f(0,y) =y*> —6y.

y
auch wirklich auf v, liegt.

Die Gleichung 0 = di (f(0,y)) = 2y — 6 liefert y = 3 und damit den Punkt P5 = ( g ), der

Léngs 7o ist x = =10 4+ 2y und 0 < y < 5. Es gilt daher, die kritischen Punkte der Funktion
y = f(—=10 + 2y, y) = 5y* — 62y + 180
zu bestimmen. Es muss also gelten

d
0= —f(—10 + 2y,y) = 10y — 62.
dyf( +2y,y) Yy

Daraus folgt y = 6.2 und = = 2.4, aber der Punkt mit diesen Koordinaten liegt nicht auf ;.

Fiir 73 benutzen wir Lagrangemultiplikatoren mit der Nebenbedingung F(x,y) := 2% + y* —
100 = 0. Es muss gelten:

fx = >\Fx ad 2r—8 = 2\z
fy = My & 2y—6 = 2)y
F = 0 & z2?249*> = 100.
Auflésen ergibt A # 1 und
16 ’ 9 ﬁ; 11/ _ %
o tosye = 100 o -4
A = 1 oder 2.

Bitte wenden!



Dies liefert ( ; ) =+ < 2 ), von denen aber nur der Punkt P = (

6

8 ) auf 3 liegt. Wir

haben also folgende “Kandidaten” (der Ubersicht halber schreiben wir die Koordinaten der
Punkte als Zeilenvektoren):

Py Py Py Py Py Py
(z,y) | (0,-10) | (0,5) | (—=10,0) | (4,3) | (0,3) | (8,6)
fle,y) | 160 5 180 | =25 | =9 | o

Jetzt gilt

min

NG
{

o 2

Y

Y

1?]?%(6f(Pk) = 180,

eB;y = 1rgnklrglﬁj"(Pk) = —25.

e} -
) <7

3. 1) Wir iiberpriifen dass die Funktion u(z,t) = F(x + ¢t) + G(z — ct) die Gleichung

Upp — czum =0

erfiillt. Um das zu zeigen, berechen wir die Ableitungen uz, und wus.

Uy = F'(x +ct) + G'(x — ct), Uge = F"'(x+ct) +G"(xz — ct)
w=F(x+ct)-c+G'(x—ct)-(—c), ugy =F"(x+ct)c® + G"(x — ct)c?

Daraus folgt dass

Upt — gy = E(F(x +ct) + G"(x —ct) — F"(x +ct) — G (x — ct)) = 0.

2) Aus teil 1) und Anfangsbedingungen haben wir

u(z,0) = F(z) + G(z) = f(z)

und dhnlich

ue(x,0) = c(F'(z) — G'(x)) = g()

Daraus folgt dass F(z) — G(x) =
Schlussendlich haben wir

damit ist

u(z,t) = Flx +ct) + Gz —ct) = %(f(x—i—ct)—i—f(x—ct)) —|—i

1f(ac)—l—fc/mg(s)ds—i—%

2c

r—ct

(1)

(2)

[ g(s)ds+C wobei C eine reele Konstnate bezeichnet.

Siehe nichstes Blatt!



4. Optiemirungsprobleme mit Nebenbedingungen werden oft mit Hilfe einer Lagrangefunktion
gelost. Um eine Funktion f mit der Nebenbedingungg(x, y) = ¢ zu optimieren beniitzen wir die
Lagrangefunktion

L(x?yv)\) = f(:my) - A(Q(xay> - C)'

Bemerken Sie, dass falls (xg,yo) ein kritischer Punkt von f(z,y) mit der Nebenbedingung
g(z,y) = cist und Ag der entsprechende Multiplikator ist, dann erfiillen die Ableitungen

oL oL oL
%(xOJ/Ov o) = afy(xo,yoﬂo) = a(woaym)\o) =0.

Also, es muss gelten

8L_8f_ 89_

9r oz ar Y

oL _of 0y _

a—y—ay Aay—o (4)
oL

U —(9(x,y) —c) =0.

Anders formuliert, (xg,yo, Ao) ist ein kritischer Punkt fiir unbedingte Lagrangefunktion L.

a) Wir mochten die Funktion V (N, D) = 1000D"5N°3 mit der Nebenbedingung 40.000D +
10.000N = 600.000 maximieren. Die Nebenbedingung ist equivalent mit 4D + N = 60. Die
Lagrangefunktion ist gegeben als

L(D,N,\) = 1000D°SN®3 — \(4D + N — 60).

b) Als % = g—f] = 0, wir haben

% = 600D~ N? = 4x
V. 300p06N 0T = ) ?
ON

Darus folgt dass

600D 94 NO3 = 1200D O N~07 & % =2.

¢) Aus b) haben wir N = 2D und die letzte Bedingung % = 0 ergibt 4D + N = 60. Also
6D =60= D =10 und N = 20.

d) Lagrange Multiplikator A = 300D N =07 =300 - 10°-620=°7 = 146.68.



