D-ITET Analysis 11 FS 13
Prof. Horst Knorrer

Musterlosung 3

1. Wir parametrisieren den Integrationsbereich in zylindrischen Koordinaten, das heisst
x =rcos(p), y =rsin(p),z = z.

Aus der Vorlesung wissen wir dass,

1:///f(x,y,z)dxdydz=///f(r,<p,z)|J|drd<pdz.
R R’

Hier bezeichnet R’ den neuen Integrationsbereich (die Grenze fiir r,¢ und z) und J ist die
Jacobi determinante der Transformation

(ry,2) = (2(r, 0, 2), y(r, 0, 2), 2(r, ¢, 2)).-

Die Jacobi determinante fiir zylindrische Transformation ist J = r. Wenn wir den Paraboloid
auf die (z,y) Ebene projezieren erhalten wir einen Kreis 22 +y? < 9 = r2 < 9. Also r < 3
und ¢ € [0,27). Fiir jedes fixierte r ist z zwischen 0 und 9 — r2. Jetz konnen wir das Integral
berechnen
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2. Wir parametrisieren den Integrationsbereich in Kugelkoordinaten, also
x = rcos(?) cos(p), y = cos(?) sin(p), z = rsin().

Aus der Vorlesung ist bekannt dass

I:///f(x,y,z)da:dydz:///f(r,@,q?)\ﬂdrd@dﬂ
R R’

Hier bezeichnet R’ den neuen Integrationsbereich (die Grenze fiir 7,¢ und ¢) und J ist die
Jacobi determinante der Transformation

(r,0,0) = (2(r, ,9),y(r, 0,9), 2(r, 0, 79)).

Bitte wenden!



Aus der Vorlesung ist auch bekannt dass J = 72cos(?). In der Aufgabe ist gegeben dass

Y € [n/4,arctan(2)]. Der Bereich liegt im ersten Oktant, deswegen haben wir ¢ € [0, 7/2]. Aus
22 + y? + 22 < 6 erhalten wir r < V6. Also,

/2 arctan(2) \/6

///f(x,y,z)dmdydz = / / /ir cos(V)drdidy
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3. Die Anzahl der Hasen im Wald ist gegeben als

A=// o(z, y)dzdy
w

Hier W bezeichent den Wald und p(x,y) ist die Bevolkerungsdichte. Als ¢ proportional zum
Abstand von der Strasse ist, haben wir o(z,y) = k(5—y) ( 5—y ist der Abstand von der Strasse)
und k ist eine positive Konstante. Auf der z Achse (y = 0) ist o = 10, also o(y) = 2(5—y). Um
die Anzahl der Hasen zu finden teilen wir Integrationsbereich in 3 Teile.

[={(wy) cW:zc[-20}=yec [—gm]
IT={(z,y) e W:2€[0,6]} =y € [0,5]
[T = {(z,y) e W : 2 € [6,8]} = y € [}:45,5}
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Siehe nichstes Blatt!



Abbildung 1: Wald
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Schliesslich, die Anzahl der Hasen ist A = A; + Ay + Az ~ 183.

Bitte wenden!



4. Frage 1

Bestimme die in der Formel

[ tev e = [C([7([ fenaas) ap) as

die durch ... angedeuteten Integrationsgrenzen fiir die folgenden Bereiche B:

a) der durch die Flichen 22 + y?> = R? , 2 =0, z = H begrenzte Zylinder,
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b) der durch die Fliichen 22 +y? = R?> |, 2+ y+2 =0, x +y+ 2z = 1 begrenzte, schief
abgeschnittene Zylinder,
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Siehe nichstes Blatt!



c) der durch die Bedingungen = =2z , 2 +y?> = (1 — 2)* definierte, schief abgeschnittene
Kreiskegel.
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Dies ist ein nach unten offener Kreiskegel mit Spitze in z = 1, der durch die Ebene z = 3
begrenzt wird.
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Fiir gegebenes (x,y) € R? existiert ein z mit 5 <2 <1—4/22+4y? genau dann, wenn 3 <
1 — /x2 + y? ist. Unter allen moglichen y wird diese Bedingung am schwichsten fiir y = 0. Als
Bedingung an  ergibt sich also § < 1 — V22 = 1 — |z|. Dies bedeutet

fir x > 0: <l—-z & z<
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fir x <0: <l4+zxz & z>-2

Die Bedingung an x lautet also = € [72, %] Die Bedingung an y lautet
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Insgesamt folgt
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Bitte wenden!



5. Frage 2

In der nachstehenden Formel bezeichnen r, ¢ Polarkoordinaten. Was hat man an den offenge-
lassenen Stellen einzusetzen?
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Der Integrationsbereich ist skiziert auf dem Bild 2.
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Abbildung 2: Definitionsbereich Frage 2

In Polarkoordinaten ist = r cos(¢) und y = rsin(p). Auf dem Bild sehen wir dass, ¢ € [0, 7/4] und
fiir jedes fixierte ¢ ist & = 7 cos(p) € [0, 2]. Daraus folgt dass, r € [0, FQ(@] Die Jacobi Determinante
fiir Polarkoordinaten ist J = r. Deswegen ist

77/4&
]:/ /f(r)rdrdtp.
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