D-ITET Analysis 11 FS 13
Prof. Horst Knorrer

Musterlosung 5

sin(x) )

1. Bemerkung: I(a) ist die sogenannte Laplace—Transformierte der Funktion f(z) = -

I(a) = /OOO PR sin(x) de

xT

Vorbemerkung: Fiir alle 2 € R gilt |sinz| < |z|.

Beweis: Wegen sin(—x) = —sinx folgt die Ungleichung fiir < 0 aus derjenigen fiir z > 0.
Fiir letztere betrachte die Funktion fi(z) := x £ sinz. Sie ist differenzierbar mit Ableitung
fi(x) =1+ cosz > 0. Folglich ist f1 monoton wachsend, fiir alle z > 0 gilt darum = £ sinz =
fr(x) > f£(0) = 0. Daraus folgt |sinz| = max{—sinz,+sinz} < z fir alle z > 0, was zu
zeigen war.

a) Fiir alle a > 0 ist das Integral im Punkt z = 0 definiert, weil der Integrand e~ ** % fiir
x — 0T stetig fortsetzbar ist (d. h. das Integral ist bei z = 0 gar nicht uneigentlich):

. o Sin(x . e . sin(x
lim e™ ¥ (z) = lim e~ **. 1i L
rz—0t T z—0t rz—0t x
1 Limes vom Typ ,,%“
B.-H. . cos(x
= lim S05(2)
z—0t 1
= 1.

Fir alle « > 0 ist das Integral im rechten Grenzwert x — —+oo konvergent, weil der
Integrand exponentiell abfdilit:

e~ sin(z) =e 7. |51|n(|:1:)| <e ™ (nach der Vorbemerkung)
x x
Ausfiihrlich gilt:
/00 e~ sin(z) dr < /00 e~ dr = e h = — < ®©
0 s 0 8] 2=0 8]

0 0
Deshalb konvergiert / |e_‘“c S”;ﬁ| dz und damit auch / e—ox sméx) de.
0 0

Bemerkung: Fiir a = 0 konvergiert das uneigentliche Integral I(0) = fooo w dx zwar auch, aber dafiir

bedarf es anderer Methoden, denn das Integral des Betrages divergiert: fooo % dx = oo

Bemerkung: Es GENUGT NICHT, zu zeigen, dass der Integrand fiir x — +o00 gegen Null strebt.

b) Bemerkung: Eigentlich darf man die Differentiation nach dem Parameter o NICHT IMMER mit dem
Grenziibergang R — +oo des uneigentlichen Integrals vertauschen(!!!). Im hier vorliegenden Fall ist es
jedoch erlaubt, was man eigentlich noch beweisen miisste, aber mit den Vorkenntnissen der Vorlesung ist
das zu langwierig). Darum hier nur die Rechnung;:

Bitte wenden!
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Bei (%) wurde benutzt, dass gilt
lim eF =7 = Jim FT. 70T =
T—>00 Tr—00

da der zweite Faktor nach 0 geht und der erste Faktor stets den Betrag 1 hat.
(Variante: Berechnung des Integrals mit zweifacher partieller Integration)
Eine Stammfunktion von fS — 14-% ist — arctan a.

Nach b) sind sowohl I(«) als auch — arctan o Stammfunktionen von I' (). Da die Differenz
zweier Stammfunktionen stets eine Konstante ist, folgt

I(a) = C — arctan «

fiir eine Konstante C'. Diese Konstante ist charakterisiert durch
T

lim I(a) = lim (C —arctana) =C — lim arctana=C — .
a—+00 a——+00 a—+00 2

Andererseits gilt nach a)

i 1
/ e " sin(z) dr < ——0 fir a—
0 X (0%
und somit auch -
lim I(a)= lim gm0 SUT) 4
a—r 400 a—r+00 0 X

Durch Vergleich der letzten beiden Formeln folgt C' = 5 und schliesslich

I(a) = g —arctana .

Siehe nichstes Blatt!



d) Bemerkung: Die Formel in ¢) wurde nur fiir @ > 0 gezeigt. Man kann aber beweisen, dass die Funktion
I(a) im Punkt oo = 0 (rechtsseitig) stetig ist(!!!). Der Beweis wird hier nicht ausgefiihrt.
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Das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f in einem Punkt (xg,yo) ist gegeben durch:

Tt(Az + z, Ay + yo)

f(anyO) + fa:(anyO)Ax + fy(x07y0)Ay

1
+§ [fxm(-rm yO)A(EQ + 2f:by('r07 yO)AxAy + fyy(x07 yO)AyQ] .

Daher haben wir im Punkt (1,2):

Tp(1+ Az, 2+ Ay) =
b) Es gilt
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gz = e%

Jza
yy
Gzz
Gzy
Gzz
Gyz

Ay

Ax?  AzAy  Ay?
2 4 8
Zev

Das Taylorpolynom zweiter Ordnung von ¢ in einem Punkt (xq, Yo, 20) ist gegeben durch:

1_‘_(](A'r + Zo, Ay + Yo, Az + ZO)

1
+—

2

9(x0, Y0, 20) + gz AT + g, Ay + g. Az

[GoaAT? + gy AY® + g..AZ]

+gmyAxAy + gz ATAz + gyszAZ )

wobei die partiellen Ableitungen von g alle im Punkt (2,40, 20) zu nehmen sind. Daher

haben wir im Punkt (1,1, 1):

To(Az+1, Ay+1,Az+1) =e [1 4+ Az — Ay+ Az + %Amz + gAgf — 2AxAy + AzAz — AyAz

3. Zunichst berechnen wir die erste Ableitung

i@y = (fol@.y) f(2.y)) = (v +sinz, 22y) .

Fiir einen kritischen Punkt muss diese verschwinden, es muss also gelten 3% + sinz = 0 und
2xy = 0. Aus der zweiten Gleichung folgt, dass x oder y verschwinden muss. Fiir x = 0 liefert

Bitte wenden!



die erste Gleichung y = 0, und fiir y = 0 folgt * = k7 mit k € Z. Die kritischen Punkte von f
sind also genau die Punkte der Form (z,y) = (k7,0) mit k € Z.

Zur Bestimmung des Typs berechnen wir die zweite Ableitung, die Hessesche Matrix:

9 | cosz 2y

In einem kritischen Punkt (z,y) = (km,0) ist diese:

_Jceoskr 0 ] _[(=DF 0
VQf(k”’O){ 0 2k:7r}[ 0 Qkﬂ'}'

Dies ist bereits eine Diagonalmatrix; ihre Eigenwerte stehen auf der Diagonalen. Daher haben
wir die folgenden Fille:

k>0 gerade = beide Eigenwerte sind positiv = lokales Minimum
k>0 ungerade = ein negativer und ein positiver Eigenwert =- Sattelpunkt

k=0 = ein Eigenwert ist 0 = ausgearteter Punkt
k<0 gerade = ein positiver und ein negativer Eigenwert = Sattelpunkt

k <0 ungerade = beide Eigenwerte negativ = lokales Maximum

Zusatz: (war nicht gefragt) Die Situation in der Nihe des ausgearteten Punkts (0, 0) konnen
wir wie folgt analysieren. Zunéchst halten wir ein beliebig kleines y # 0 fest und betrachten die
Funktion z — f(,y) = 2y* — cos x. Thre Ableitung im Punkt z = 0 ist ? +sinz |z:0: y? # 0.
Darum ist dieser Punkt weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum, d.h., es existieren
beliebig kleine x mit f(z,y) > f(0,y) und andere beliebig kleine z mit f(z,y) < f(0,y). Nun
ist aber f(0,y) = 0-%% —cos0 = —1 = f(0,0) unabhingig von y. Fiir beliebig kleine y # 0
existieren also beliebig kleine x mit f(z,y) > f(0,0), und entsprechend mit f(x,y) < f(0,0).
Somit hat f im Punkt (0,0) weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

Siehe nichstes Blatt!



4. Frage 1

Sei f(z,y) = arctg(2z2 + 3xy — 4y?). Berechne das Taylor Polynom 1. Ordnung um den Punkt
(1,1).

O F+zr-y

Das Taylor Polynom 1. Ordnung von f im Punkt (zo,yo) ist gegeben als

Ty (wo + 2,90 +y) = f(xo,v0) + fu(20,Y0)x + fy(xo,y0)y

Der Gradient von f ist

of 4z + 3y
oz 1+ (222 + 3y — 4y2)?

Viy) = | 95| = | 1T @A ) (1)
Ay 14 (222 + 3y — 4y2)*

und hat an der Stelle (1,1) den Wert

7
Vf(l,l)_[ 2 } (2)

njon

Als f(1,1) = w/4 wir haben
7
Tf(l‘+1,y+1):£+§l'—*y

5. Frage 2

Sei f(z,y) = (1 +y)e” sin(zy). Berechene das Taylor Polynom 3. Ordung um den Punkt (0, 0).
O z+y+ay+z*y+yie
O 1+y+ay+ay?

v O ay+aty+ay?

Das Taylor Polynom der Funktion sin(z) ist z — % und Taylor Polynom der funktion e” ist 1+« + %
Also wir haben

$2 IS 3
Ty(w,y) = 1 +y) 1+ e+ 5 )y - =) =
2 2 3,3
= (Qtaty+ay+ T+ 5@y - =5)
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