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Aufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

© Die Norm

∥∥∥∥(xy
)∥∥∥∥ := |x|+ |y| wird von einem Skalarprodukt induziert.

Diese Norm erfüllt die Parallelogrammregel nicht und wird daher nicht von einem
Skalarprodukt induziert (vgl. Aufgabe 4a) dieser Serie). In der Tat haben wir für v =
(1, 0)> und w = (0, 1)>

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = ‖(1, 1)>‖2 + ‖(1,−1)>‖2 = 22 + 22 = 8,

2(‖v‖2 + ‖w‖2) = 2(12 + 12) = 4,

also
‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 6= 2(‖v‖2 + ‖w‖2).

√
© 〈a, b〉 := ab ist ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum R.

〈a, b〉 := ab erfüllt die Eigenschaften eines Skalarprodukts auf R:

1. linear im ersten Faktor:

(i) 〈a1 + a2, b〉 = (a1 + a2)b = a1b+ a2b = 〈a1, b〉+ 〈a2, b〉
(ii) 〈αa, b〉 = (αa)b = α(ab) = α〈a, b〉

2. symmetrisch: 〈a, b〉 = ab = ba = 〈b, a〉
3. positiv definit: 〈a, a〉 = a2 ≥ 0 für alle a ∈ R und aus 〈a, a〉 = a2 = 0 folgt a = 0.

√
© Für jedes x ∈ Rn gilt ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1.

Sei x = (x1, . . . , xn)> ∈ Rn. Dann ist

‖x‖2∞ = max{|x1|, . . . , |xn|}2 = max{x21, . . . , x2n} ≤ x21 + · · ·+ x2n = ‖x‖22
und

‖x‖21 = (|x1|+ · · ·+ |xn|)2 = x21 + · · ·+ x2n + 2
∑
i<j

|xi| · |xj | ≥ x21 + · · ·+ x2n = ‖x‖22.

Daher gilt
‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1.

√
© Die Folge von Funktionen fn(x) =

1
1+(nx)2 auf [−1, 1] konvergiert bezüglich

der Norm ‖ · ‖L1 gegen die Funktion f(x) ≡ 0.

Es gilt

‖fn‖1 =

∫ 1

−1
|fn(x)| dx =

∫ 1

−1

1

1 + (nx)2
=

1

n
arctan(nx)

∣∣∣∣1
−1

=
1

n
· (arctann− arctan(−n)) =

2

n
arctann

n→∞−→ 0 ·
π

2
= 0.

Also konvergiert die Folge von Funktionen fn(x) auf [−1, 1] bezüglich der Norm ‖ · ‖L1

gegen die Nullfunktion f ≡ 0.

© Die Folge von Funktionen fn(x) =
1

1+(nx)2 auf [−1, 1] konvergiert bezüglich
der Norm ‖ · ‖L∞ gegen die Funktion f(x) ≡ 0.
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Nach Definition der Maximumsnorm auf C0([−1, 1]) haben wir

‖fn‖∞ = max{|fn(x)| : −1 ≤ x ≤ 1} = max

{
1

1 + (nx)2
: −1 ≤ x ≤ 1

}
= 1.

Dieses Maximum wird für x = 0 angenommen, für alle n, es gilt fn(0) = 1. Für x 6= 0
gilt nämlich 1 + (nx)2 > 1, also auch

fn(x) =
1

1 + (nx)2
< 1 = fn(0).

Somit konvergiert die Folge von Fuktionen fn(x) auf [−1, 1] bezüglich der Norm ‖·‖L∞

nicht gegen die Nullfunktion f ≡ 0.

√
© Der Betrag | · | ist eine Norm auf dem Vektorraum R.

Der Betrag | · | auf R erfüllt die Eigenschaften einer Norm:

1. Es gilt |a| ≥ 0 für alle a ∈ R und aus |a| = 0 folgt a = 0.

2. Für alle a, α ∈ R gilt |αa| = |α| · |a|.
3. Für alle a, b ∈ R gilt die Dreiecksungleichung |a+ b| ≤ |a|+ |b|.
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