D-MAVT Lineare Algebra II FS 2013
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Losungen Serie 1

Frage 1

Siehe separates pdf.



Frage 2
Betrachten Sie die folgende Abbildung F von R? in sich:
m:(xl ) N m’:(xl_m >
T2 Ty + T2
a) Interpretieren Sie diese Abbildung geometrisch.

b) Durch welche Matrix A wird F beschrieben?

a) Es handelt sich um eine Drehstreckung:

x1+x2

X2

X X1— X3

Das sehen wir, indem wir fiir x = (xl,;vg)T € R? und 2’ := F(z) = (1 — z2, 21 +
x2) " die Linge ||z’|| von ' und den Winkel ¢ zwischen x und ' berechnen:

12| = V(x1—x2)?+ (21 +x2)2 = \/:c% + 22+ 2z170 + 22 + 22 — 27172
= V2y/2? + 23 = V2|jz| = Streckung um v/2.
! 1) — - —
cosd = (%’ ,T) e I=v2 el (1 — m2)x1 + (21 + z2) 22
| ||l V2|2
ai4as el 1

V2ljzl?  v2el? V2
= ¢ = § = Drehung um ¢ = § (um den Ursprung in der positiven Richtung).
b) Die Spalten von A sind die Bilder der kanonischen Basisvektoren eV = (1,0)" und

e =(0,1)":
)= ()= (1)
@) - (()-(3)-

awn=(1 )



Frage 3

Gegeben sei der 4-dimensionale Vektorraum Ps der Polynome vom Grad < 3.
Zeigen Sie, dass die ersten vier Tschebyscheff-Polynome zweiter Art

Uo(z) =1, Up(x) =2z, Us(z) =4a* — 1, Us(x) = 8% — 4z

eine Basis von Ps bilden.

Aus der Vorlesung (Satz 4.3 iii) vom Buch von Nipp/Stoffer auf Seite 80) wissen wir,
dass in einem Vektorraum V der Dimension n gilt: n linear unabhéngige Vektoren
bilden eine Basis. Da Ps 4-dimensional ist, ist also zu zeigen:

Aus )\QU()(:U) + )\1U1(£) + )\QUQ(.Z‘) =+ )\3U3(£U) =0 folgt A=A =X=A3=0.

1. Méglichkeit: Als Basis in Ps wihlen wir die Standardbasis 1, z, 22, 2> . Beziiglich
dieser Basis haben Uy (z), U1 (z), Uz2(z), Us(z) die folgenden Koordinatenvektoren:

1 0 -1 0
0 2 0 —4
Uo(z) : N E Ui(z) : E Us(z) : E Us(z) : 0
0 0 0 8
Diese Vektoren sind linear unabhéngig, weil die Determinante der Matrix
1 0 -1 0
0 2 0 —4
A= 0 0 4 0
0 0 0 8
gleich 1-2-4-8 = 64, also # 0 ist.
2. Moglichkeit: Es gilt:
0 = XoUo(z) + MUi(x) + XaUa(x) + A3Us(x)
= Aol+ X122+ A (42® — 1)+ A3 (82° — 4x)
= ()\0—)\2)1+(2>\1 —4)\3)$+4)\21’2+8>\31}3.
Durch Koeffizientenvergleich folgen die Gleichungen
Ao — A2 =0, 2X\1 —4X3 =0, 4X2 =0, 8\3 =0,
welche umgeschrieben werden kénnen als
1 0 -1 0 Ao
0 2 0 —4 A1 _ .
0 0 4 0 A2 =AA=0. (1)
0 0 0 8 A3

Es gilt det A = 64 # 0, deshalb hat (1) nur die triviale Lésung Ao = A1 = A2 = A3 = 0.
Somit sind Uo(z), Ui (z), Uz2(z), Us(z) linear unabhéngig und bilden also eine Basis.



Frage 4

Die Vektoren a = (1,-2,5,-3)T, b = (2,3,1,-4)" und ¢ = (3,8, -3, -5)7
erzeugen einen Unterraum W von R

a) Bestimmen Sie dim W und eine Basis von W.

b) Vervollstéindigen Sie diese Basis zu einer Basis von R*.

c) Geben Sie ein homogenes LGS an, welches W als Losungsraum hat.

a)

Wir wenden das Gaussverfahren auf die Matrix mit den Zeilen a, b und ¢ an:

1 -2 5 =3 1 -2 5 =3 1 -2 5 =3
2 3 1 4| —=1|0 7T -9 21 =10 7 -9 2
3 8§ -3 =5 0 14 —18 4 0 0 0 0

Beim Gaussverfahren wird der von den Zeilen erzeugte Unterraum nicht veréndert.
Deshalb ist dim W = 2 und

{(1,-2,5,-3)", (0,7,-9,2) "}

eine Basis von W.

Eine mégliche Vervollstindigung dieser Basis zu einer Basis von R* ist
{(17 _27 57 _3)T7 (07 7, _97 2)T7 (O, 07 17 O)T7 (07 07 07 1)T}

Dies ist eine Basis, weil die Matrix A mit diesen Zeilen in Zeilenstufenform ist mit
det A=7+#0.

Die lineare Gleichung wix1 + wax2 + usxs + usxs = 0 hat die Basisvektoren
(1,-2,5,-3)7, (0,7,-9,2)" von W als Losung fiir (1, za, z3, 24) ', falls (w1, w2, us, us)
eine Losung des linearen Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix

1 -2 5 -3
0 7 -9 2
ist. Durch Riickwértseinsetzen sehen wir, dass dies genau dann der Fall ist, wenn

u = ?u;g — ?U4,
2u2 — duz + 3uqs = ——-uz + 1—7u
2 3 4= T us T U

(25}

gilt, wobei us und u4 frei gewéhlt werden kénnen. Wir wihlen (us, u4) = (7,0) und
(us,us) = (1,1) und sehen, dass das LGS

—1721 + 9z2 + Tx3 = 0
T2 + x3 + wmy = 0

die Basisvektoren (1,—2,5,—3)7, (0,7, —9,2)" von W als Losung hat. Die Koeffi-
zientenmatrix dieses LGS ist in Zeilenstufenform und hat Rang 2. Daher hat der
Losungsgraum dieses LGS die Dimension 4 — 2 = 2. Da die obigen Basisvektoren
von W im Losungsraum liegen, ist dieser gleich W.



