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Aufgabe 1
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Aufgabe 2

Gegeben sei die Matrix

A= —4 0 1 -3
2 1 1 0

Bestimmen Sie Basen fiir Kern A und Bild A.

Kern A = {z € R*| Az = 0},

Bild A = {y € R*| es existiert ein 2 € R*, so dass y = Ax}.

Aus dem Buch von Nipp/Stoffer (Seiten 122-123) wissen wir, dass fiir eine m X n-Matrix
A gilt:

i) b€ Bild A & Az = b besitzt mindestens eine Lésung.
ii) € KernA & z 16st Az =0 .
iii) dim(Bild A) + dim(Kern A) = r 4+ (n — r) = n, wobei r = Rang A.
iv) Bild A = span {a(l), e }, wobei a'? die i-te Spalte von A bezeichnet.

Lose also zunéchst Az = 0 mit Gausselimination:

2 1 1 o0Jo], [ 2 1 1 0]0
4 0 1 =3]|o|®| o 2 3 —3]0
2 1 1 0]0 0 0 0 0]o0

Wihle x4 = a € R, z3 = 8 € R,

3 3
200 + 323 — 324 =0 = x2 = — (x4 — 23) = E(afﬂ),

2
1
201+ a2+ 23 =0 = 21 = Z(ﬂ—?)oz)
_3 1
1 1
3 _3
=>L=< « % + 5 21 a,BER
1 0
Somit ist
-3 1
6 —6
0|’ 4
4 0

eine Basis von Kern A. Aus i) folgt dim(Bild A) = 4 — dim(Kern A) = 2. Wegen iv)
miissen wir also 2 linear unabhéngige Spaltenvektoren von A wéihlen. Aus dem obigen

2 1
Gauss-Schema sieht man, dass z.B. —4 ],| 0 | linear unabhingig sind. Somit
2 1
2 1
ist -4 1,1 O eine Basis von Bild A.

2 1



Aufgabe 3

Wir betrachten die Ebene E in R3, gegeben durch z; = 0, und die lineare
Abbildung F : R3 — R3, die jedes z € R? orthogonal auf E projiziert.

a) Durch welche Matrix A wird F beziiglich der Standardbasis beschrieben?
b) Bestimmen Sie Kern A und dim(Kern A).
c¢) Bestimmen Sie Bild A und dim(Bild A).

a) Betrachte die Standardbasis e, ez, e3. Der Vektor e; steht senkrecht zu E. Die
Abbildung F projiziert e; also auf 0 € E:

0
F(e1) = 0 = oW,
0

Da ez und es bereits in E liegen, folgt:

0
Fe2) =ex = ( ca?
0

—
Il
S

o

]:(63) = e3 =
Es folgt

, 00 0
A= a®a®) =10 1 0
0 0 1

b) Kern A ist die Lésungsmenge von Az = 0, besteht also aus allen Vektoren (z1, za,z3) | €
R? mit 22 = 23 = 0. Somit ist

Kern A = span 0

und es folgt dim(Kern A) = 1.

¢) Bs gilt Bild A = span{a, a/®, a®}. Da a¥ = 0 ist und a®, a® offensichtlich
linear unabhéngig sind, folgt

0 0
Bild A = span {a@)7 a(3)} = span 1], 0 =F.
0 1

und dim(Bild A) = 2.



Aufgabe 4

Sei P, der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Betrachten Sie die folgende
Abbildung F von P, in sich:

P(z)eP; + Qz)=(2—1z)P'(z) € P,

F ordnet jedem Polynom P(z) das Polynom Q(x) = (2 — z) P'(x) zu (P'(x)
bedeutet die Ableitung von P(x) nach z).

a) Zeigen Sie: F ist eine lineare Abbildung.

b) Durch welche Matrix A wird F beziiglich der Basis 1, x, 22 von P beschrie-
ben?

a) Seien P(x), Q(z) € P2 und a € R beliebig. Es gilt

F(P(@)+Q(x)) = (2-z)(Px)+Q(x) =2-x) (P(z
= 2-2)P(2)+2-2)Q(z) = F(P(z
FlaP(x)) = (2-2)(aP) =a2—1z)P(z)=aF(P(z)).

Daher ist F linear.

b) Wir betrachten die Basis b =1, 5@ =z, b® = 22 von P,. Wir suchen 4 € R3*3,
so dass

3
FOY =3 a b, j=1,2,3.
k=1

In Koordinaten:

0
F)=Fm=@-2-0=0=a"={ 0|,
0

2
F(p?)=F@)=2-2)-1=2-2 = a® = ( -1 )
0

0
.F(b(3)):F(xz):(2f:r)-2x:4xf2x2 = a(3)—( 4)

-2
0 2 0
=A=0@MaPa®) =0 -1 4 1.

0 0 -2



