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Aufgabe 2
Sei V =R?, D = diag(2, 1). Wir definieren (z,y) := x " Dy fiir z,y € V.
a) Zeigen Sie, dass (-,-) in V ein Skalarprodukt definiert.

b) Wie sieht die durch (-,-) induzierte Norm || - || aus?

1
c¢) Berechnen Sie die Norm von z = ( ?)) )

D:diag(2,%):(g (1)>.Fi‘1r:v:<2)undy:(z;)gilt:

3
2 1
(z,y) == z' Dy = (w1 x2) ( 1y1 ) =2z1y1 + S T2y2.
3Y2 3
a) Wir kontrollieren die Eigenschaften eines Skalarprodukts:
(a) Furallex, y, z € V und o € R gilt
i) (z+y,2)=(z+y) Dz=2"Dz+y Dz = (z,2) + (y,2),
ii) (az,y) = (azx) Dy = az Dy = a(z,y).
(+,-) ist also linear im ersten Faktor.

(b) (-,-) ist symmetrisch, denn fiir alle z, y € V gilt:

T
(w,y) =2 Dy " 2 @ Dy)" =y Dw =y Dz = (y,7).

Bemerkung: Fiir D nicht symmetrisch ist (z,y) = x "Dy nicht mehr symme-
trisch, also kein Skalarprodukt.

(¢) (,-) ist positiv definit, denn:
1
(z,z) = 222 + gaé > 0 fiir alle z € R?
1
(m7x>:2m§+§m§:0:>:c1 =22 =0, also x = 0.

(-,) ist also ein Skalarprodukt in V.
b) Die durch (-,-) induzierte Norm ist

Joll == /T 7] = Va D = 2 + Loz
o[-



Aufgabe 3

Wir betrachten die Funktionen f,(x) := ay, cos(nz) und gp,(z) := S, sin(max)
fir m,n € Ng, m > 1 und a,, B, > 0 im Vektorraum V = C°([0, 27]), den wir
mit dem Skalarprodukt

2m

(f.9)=[ [f@)g(x)de

0

ausstatten.

a) Man rechne nach, dass je zwei verschiedene Funktionen aus dieser Menge
orthogonal sind.

b) Wie sind a, und 8, zu wihlen, damit alle Funktionen aus dieser Menge die
Norm 1 haben?

Hinweis: Verwenden Sie die folgenden trigonometrischen Identitaten:

1

sinu sinv = 3 (cos(u — v) — cos(u + v))
1

cosu cosv = g (cos(u — v) + cos(u + v))
1

sinu cosv = 5 (sin(u — v) + sin(u + v))

a) Wir miissen die Orthogonalitétsrelationen (fpm, fn) = 0, {(gm,gn) = 0 fiir m # n
sowie (fn,gm) = 0 zeigen. Wir benutzen dafiir die trigonometrischen Identitéiten
aus dem Hinweis und rechnen zuerst die drei Relationen fiir m # n nach:

(fms fr) /0 ! (otm cos(mx)) - (o cos(nz)) do

= %aman </027T cos((m — n)z) dx + /027T cos((m + n)z) dx)

m#n 1 1 2
- “OmOn
2 m-—n

= %aman(O—O—i-O—O):O.

sin((m — n)x)

L - sin((m + n)x)

0

27
0

(gm, gn) /0 " (Bm sin(m:v)) . (/Bn sin(nx)) dx

= g5 (/02” cos((m — n)z) dz — /OZW cos((m + n)z) dm)

27

0 m+n

sin((m + n)z)

27
0

2
1 1 .
Zz iﬂmﬁn (m — sin((m — n)x)
- %ﬁmﬁn(0—0—0+0) =0.



(frsgm) = /o ! (an cos(na)) - (Bm sin(mz)) da

%anﬁm (/02” sin((m — n)z) dz + /0% sin((m + n)z) dac)
1 _

mzn 5anﬁm (ml_ncos((mn)x) i e
1

1 1 1 1
= 7anﬁm (_ + - + ) =0.
m

2 -n m-—-n m+n m+n

27

cos((m + n)x)

27
0

Es bleibt die dritte Relation fiir m =n > 1 zu zeigen:

(frsgn) = /O% (o cos(na)) - (Bn sin(nx)) dz
lanﬂn (/027T sin(0) dz + /027r sin(2nx) dm)

27
0

n>1

2
1 1

ianﬂn (0 ™ cos(2nz)
1
2

1 1
F&nPn \ —5 . =0.
onf ( 2n+2n>

b) Fiir n, m > 1 bekommen wir

/027T (o cos(na)) - (an cos(na)) da
al </027r cos(0) dx + /027r cos(2nz) da:)

%ai(zw +0-0)=o0a2 n,o

(gm,gm) = /027r (Bm sin(ma)) - (Bm sin(mz)) do

%ﬂfm (/027r cos(0) dz — AQﬁ cos(2mz) dm)

1/5’2 2 — 1 sin(2mz) ”
2m 2m o

(fo, fo) = /O W(ao 1) (ao - 1) dz = of - (27).

Die Funktionen f, und g, haben genau dann Norm 1, wenn (f,, f») = 1 und
{gm, gm) = 1 gilt. Somit muss a2 7 =1 fiir n > 1 und B2, 7 = 1 fiir m > 1 sowie
20 7 = 1 gelten. Also muss gelten:

(frs fn)

3
v
M

1
2
1
2

1
ol (27r + o sin(2nz)

IIE/

S6R(QT—0+0) = B

und fiir n =0

an:/gm:i, Vn,leund
T



Aufgabe 4

a) Sei || - || eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm. Man rechne nach,
dass dann die Parallelogrammregel gilt:

Iz +l1* + llz = ylI* = 2lll* + lly]*).

b) Man verifiziere, dass die Maximumsnorm
[fllzee := max{[f(2) : a <z < b}
auf C%([a,b]) die Axiome einer Norm erfiillt.

c¢) Auf dem Vektorraum der Polynome definiert

1
(P, Q) = / P(2)Q(x) de

ein Skalarprodukt. Bestimmen Sie ein Polynom zweiten Grades, das senk-
recht auf Py(z) = 1 und P;(z) = x steht.

a) Wir nehmen an, dass || - || vom Skalarprodukt (-, -) induziert ist. Wir rechnen die
Parallelogrammregel unter Ausnutzung der Bilinearitéit und Symmetrie nach:

le+yl*+llz—yl* = @+ye+y)+@—yz—y)
= (m,x)+<x,y)+(y,x>+(y,y>
+ (z,2) — (z,y) — (¥, 2) + (y,9)
= 2(z,z) +2(y,y) = 2(|=l* + [yl?).
b) e (i) Fiir jede Funktion f € C°([a, b]) gilt
|/l oo = max{|f(z)| : a <z < b} > 0.

(ii) Aus ||f]leee = max{|f(z)] : a < z < b} = 0 folgt f(z) = 0 fiir alle
z € [a,b], also f = 0.

e Fiir jede Funktion f € C°([a,b]) und jedes o € R gilt

lloef |l oo

max{|a- f(z)|:a <z <b} =max{|a| - |f(z)]:a <z < b}
o max{|f(z)| : a <@ < b} = |af [|f]lz~.

e Fiir alle Funktionen f, g € C°([a,d]) gilt

I+ gllzee max{|f(z) + g(z)| : a <z < b}
max{|f(z)| +[g(z)| : a <z < b}
max{|f(z)| : a <z < b} + max{|g(z)|: a <z < b}

[fllzee + lgllzoe.

INIA

¢) Wir machen den Ansatz
Py(z) =2 +az+b



fiir ein Polynom zweiten Grades, das senkrecht auf Py(z) = 1 und P;(z) = = steht.
Die Relationen (P, Po) = 0 und (P>, P1) = 0 liefern zwei lineare Gleichungen fiir
die Koeffizienten a und b:

1
0 = (P,P)= [ (a? bde = % + 2 4ba| =+ 240
(P2, Po) /O(x+a:c+)a: 7 T3 +:c0 3T th
1 4 3 21
bx 1 a b
0 = (P P)= 3 g b de = L8 v L, 4,0
(P, 1) /o(erM’L“’)“’ I RN R R R
Dies entspricht dem Gleichungssystem
3a+6b = -2
4da+6b = -3,
welches wir mit dem Gaussverfahren 6sen:
36—2_}36—2_}36—2_}30—3_}101
4 6[-3 0 -2 -2 0 6|1 0 6|1 0 1] ¢
Also ist die eindeutige Lésung durch a = —1 und b = % gegeben und

Pg(x):a:Q—a:—F%

ist ein Polynom zweiten Grades, das senkrecht auf Py(z) = 1 und Pi(z) = x steht.



