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Aufgabe 1

Sind die folgenden Aussagen wahr?

O

Die allgemeine Losung von y' = ay ist y(z) = e**.

y(z) = e® ist eine spezielle Lésung von y’ = ay. Fiir ¢ € R beliebig ist aber auch
y(z) = ce?® eine Losung. Die allgemeine Losung von y’ = ay lautet daher nicht y(z) =

e%* sondern y(z) = ce®*.

Sind y; und yy Losungen von ¢’ (z) = a(z)y(x) + b(x)y'(z), so ist auch
jede Linearkombination von y; und y, eine Losung.

Wenn y; und y2 Lésungen von y” (z) = a(z)y(z) + b(z)y’ (z) sind, gilt

yi (2) = a(z)y:(z) + b(z)y;(z)
fiir ¢+ = 1, 2. Daher folgt fiir eine beliebige Linearkombination z = A1y1 + A2y2 von y1
und y2

Z'(x) = Ayl (@) + doys (2)

At(a(z)yi(z) + b(@)yi (2)) + A2 (a(@)y2(z) + b(z)ys(x))
= a(@)(Myi(z) + A2y2(@)) + b(z)(AM1yi (z) + A2ya (@)

= a(z)z(z) + b(x)2 ().

Eine solche Linearkombination ist also auch eine Losung.

Bemerkung: Daraus folgt insbesondere, dass die Lésungen von y"(z) = a(z)y(x) +

b(z)y’ (z) einen Vektorraum bilden.

sin(wz) und cos(wz) sind Lésungen von 3" + w?y = 0.

Es gilt
(sin(wz))" = (wcos(wz)) = —w? sin(wz)
und
(cos(wz))" = (—wsin(wz))’ = —w? cos(wz).

Daher sind sin(wz) und cos(wz) Losungen von 3" + w?y = 0.

asinh(wz) + beosh(wz) ist die allgemeine Losung von y” — w?y = 0.

Es gilt

(sinh(wz))"” = (wcosh(wz))’ = w? sinh(wz)
und

(cos(wz))’ = (wsinh(wz)) = w? cosh(w).
Daher sind sinh(wz) und cosh(wz) Lésungen von y'' —w?y = 0. Da diese beiden Funktio-
nen linear unabhingig sind und y’’ — w?y = 0 eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist, miissen diese Funktionen den Lésungsraum von 3"/ —w?y = 0 aufspannen.
Die allgemeine Losung lautet also tatséchlich

y(z) = asinh(wz) + bcosh(wz).



ae®® + be~“? ist die allgemeine Lésung von y”’ — w?y = 0.

Es gilt

und

(efwz)// — (_we—wz)/ — w267wz
Dabher sind e** und e~%? Losungen von y” —w?y = 0. Da diese beiden Funktionen linear
unabhiingig sind und y” — w?y = 0 eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
ist, miissen diese Funktionen den Lésungsraum von y” — w?y = 0 aufspannen. Die
allgemeine Losung lautet also tatsdchlich

y(z) = ae®® + be™“".

Bemerkung: Mit a = %, b= —% bzw.a =b= % erhélt man die Losungen sinh(wz) und
cosh(wz), die wir in der vorherigen Frage gefunden haben (und ebenfalls den gesamten

Lésungsraum aufspannen).



