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Aufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
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Beziiglich des euklidischen Skalarprodukts in R? ist die Orthogonalprojek-

. 1 6 2
tion von <3) auf <3) der Vektor (1>

Die Orthogonalprojektion von v = (;}) auf w = (g) beziiglich des euklidischen Ska-
larprodukts (-, -) ist gegeben durch

= (0)-0)

A € M™ "™ ist eine orthogonale Matrix genau dann, wenn ihre Spalten
eine Orthonormalbasis von R™ beziiglich des euklidischen Skalarprodukts
bilden.

Eine Matrix
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ist genau dann orthogonal, wenn AT A = I,, gilt. Nun beachte man, dass der Eintrag
von AT A in der Zeile ¢ und der Spalte j gleich dem euklidischen Skalarprodukt der
Spalte ¢ und der Spalte j ist:

n
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(ATA)i; = (AN)ik(Ar; = > apiar; = (a?,a?).
k=1

k=1

Somit ist die Orthogonalitdt von A dquivalent zu
(@,aD) = (In)ij = 8; = { 0 ,i#j

fiir alle 1 < 4,5 < n. Letzteres bedeutet genau, dass die Spalten von A eine Orthonor-
malbasis beziiglich des euklidischen Skalarprodukts bilden.

Falls sich die Graphen zweier Funktionen f und g senkrecht schneiden, so
sind f und g orthogonal beziiglich des Skalarprodukts (f, ¢ f flx

Die Aussage stimmt zum Beispiel fiir die Funktionen f(z) = # und g(x) = —x nicht.
Deren Graphen schneiden sich senkrecht im Ursprung, aber es gilt
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dr = - de=— — — <0,
/ fl@)g(x)de = /a (—z*)dz 3 3
also sind f und g nicht orthogonal beziiglich (-, -) (beachte a < b).

Ist f eine ungerade Funktion und g eine gerade Fuktion SO sind fund g
orthogonal beziiglich des Skalarprodukts (f, g) f_ x) dz.



Eine ungerade Funktion f erfiillt die Eigenschaft f(—x) = —f(z) und eine gerade
Funktion g die Eigenschaft g(—z) = g(z). Somit liefert die Substitution y = —z die
folgende Beziehung fiir das Skalarprodukt (f, g):
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(.9) [ @)g(e)dz = /1 Fw)a(—y) (~dy) = [ e dy
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/ (=fy)g(y) dy = —/ FWg(y)dy = —(f, ).
—1 —1

Daraus folgt (f,g) = 0, die ungerade Funktion f und die gerade Funktion g sind also
orthogonal beziiglich (-, -).

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt kénnen zwei Einheitsvektoren ein
beliebig grosses Skalarprodukt haben.

Fiir zwei Einheitsvektoren v und w besagt die Schwarzsche Ungleichung (Satz 4.5 im
Buch von Nipp/Stoffer)

(v, w)2 < (v,v) - (w,w) =1-1=1.

Daraus folgt (v,w) < 1, das Skalarprodukt zweier Einheitsvektoren kann also nicht
beliebig gross sein.

In jedem Vektorraum mit Skalarprodukt kénnen wir beliebig viele paar-
weise orthogonale Einheitsvektoren finden.

Man beachte, dass paarweise orthogonale Einheitsvektoren in einem Vektorraum mit
Skalarprodukt automatisch linear unabhéingig sind (Satz 4.6 im Buch von Nipp/Stoffer).
Somit kann es in einem Vektorraum der Dimension n héchstens n paarweise orthogonale

Einheitsvektoren geben.



