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Aufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

O

Die Norm H (;) H :=|z| 4 |y| wird von einem Skalarprodukt induziert.

Diese Norm erfiillt die Parallelogrammregel nicht und wird daher nicht von einem
Skalarprodukt induziert (vgl. Aufgabe 4a) dieser Serie). In der Tat haben wir fiir v =
(1,007 und w = (0,1) "

llv + wl|? + [lv — w]|? I DT+, -1 7?2 =22 +22 =38,
2lol® + lwl®) = 2012 +1%) =4,

also
o+ wl? + [0 — wl # 2(|[v[|* + [lw]?).

(a,b) := ab ist ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum R.

(a,b) := ab erfiillt die Eigenschaften eines Skalarprodukts auf R:

1. linear im ersten Faktor:

(i) <a1 + a2,b) = (a1 + ag)b =aib+ asb = <a1,b> + <a2,b>
(ii) (aa,b) = (aa)b = a(adb) = ala,b)

2. symmetrisch: (a,b) = ab = ba = (b, a)
3. positiv definit: (a,a) = a® > 0 fiir alle a € R und aus (a,a) = a? = 0 folgt a = 0.

Fiir jedes x € R™ gilt ||z]lco < ||z]l2 < ||2]|1-

Sei = (z1,...,%n) T € R”. Dann ist
l2|% = max{|z1],...,|zn|}? = max{zi, ..., 20} <@+ 42} = ||z[3
und

Iz} = (el + -+ lzal)® =2+ + 22 + 2D |a| - o] > 2f + -+ 22 = ||lz3.
i<j
Daher gilt
lzflo < llzll2 < [lzll1-

Die Folge von Funktionen f,(z) = m auf [—1, 1] konvergiert beziiglich
der Norm || - |11 gegen die Funktion f(z) = 0.

Es gilt

Il

! ! 1 1 !
n(z)|de = ——— = —arctan(nz
[ e = [ = (ne)

(e~ n .
1 2 T
= = .(arctann — arctan(—n)) = = arctann "=3° 0 - 5= 0.
n n

Also konvergiert die Folge von Funktionen fy,(z) auf [—1, 1] beziiglich der Norm || - || ;.1
gegen die Nullfunktion f = 0.

Die Folge von Funktionen f,(z) = m auf [—1, 1] konvergiert beziiglich
der Norm || - ||~ gegen die Funktion f(x) = 0.



Nach Definition der Maximumsnorm auf C°([—1,1]) haben wir

1

Il = max{| a(o)] : =1 < o < 1) = e { s

:—1§x§1}:1.

Dieses Maximum wird fiir x = 0 angenommen, fiir alle n, es gilt f,,(0) = 1. Fiir x # 0
gilt namlich 1 + (nz)? > 1, also auch

falz) = — S < 1= fa(0).

1+ (nz)
Somit konvergiert die Folge von Fuktionen fy, (x) auf [—1, 1] beziiglich der Norm || || f,c0
nicht gegen die Nullfunktion f = 0.

Der Betrag | - | ist eine Norm auf dem Vektorraum R.

Der Betrag | - | auf R erfiillt die Eigenschaften einer Norm:
1. Es gilt |a| > O fiir alle a € R und aus |a| = 0 folgt a = 0.
2. Fir alle a,a € R gilt |aa| = |o] - |al.
3. Fiir alle a,b € R gilt die Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b].



