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Losungen Serie 4

Aufgabe 1

Siehe separates pdf.



Aufgabe 2

a) Gegeben seien die drei Vektoren

-1 1 1
aV = 1], a® = -2 |, a® = 0
0 1 1

Konstruieren Sie mit Hilfe des Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens
aus a a® a3 eine orthonormale Basis b™),b®3) b®). Beniitzen Sie das
Standardskalarprodukt in R3.

b) Finden Sie die Koordinaten x1, zo, 3 des Vektors
5

v = 3
7

beziiglich der in a) berechneten orthonormalen Basis b b2 b3 d.h.

v = l‘lb(l) + JZQb(Q) + 1‘3b(3).

a) Es bezeichne (-,-) das Standardskalarprodukt auf R®. Es induziert die euklidische
Norm || - ||2 auf R3.
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Berechnung von b3
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b) Man kann natiirlich die Matrix B = (b, 5, ) definieren und Bz = v nach
x mit Gauss l6sen. Weil b(1>, 17(2)7 b® eine orthonormale Basis bildet, wissen wir
aber aus der Vorlesung, dass sich v als

v = (v, b(1)>b(1) + (v, b(2)>b(2) + (v, b(3)>b(3)

schreiben lisst. Es gilt also fiir die Koordinaten z1, z2, z3:
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rr = <’U,b(1)>:< 3 3 % >__5+3:_\/§>
7 0 2 2
5 _ 1
V6 5 3 14
T2 = v,b(2) = 3], —= =—— — — =6,
S <7 % V6T Ve
V6
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V3 5 3 7
T3 = v,b<3): 31, L = 4+ 2 4+ =5V3.
3

Bemerkung: Das ist genau das Gleiche wie das Losen von Bz = v durch 2 = B v

(die Spalten von B sind orthonormiert, also ist B orthogonal und es gilt B~ =

BT).

Die Beziehung z; = (v

Ansatz herleiten:

(v,67)

,b(i)> fiir 4 = 1, 2, 3 ldsst sich auch sehr leicht direkt aus dem

= (210 + 220 + 250, b))
:E1<b(1), b(i)> + 20 <b(2)7 b(i)> + x5 <b(3), b(i)>

= x,

da (b, 5@, b®) eine orthonormale Basis ist.



Aufgabe 3

Gegeben seien die drei Vektoren p) = 22, p®? = 2z, p® = 1 in P,. Kon-
struieren Sie mit Hilfe des Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens aus
pM . p® p3) eine orthonormale Basis ¢V, ¢(?), ¢ (respektieren Sie die Rei-
henfolge!). Beniitzen Sie als Skalarprodukt

/ f(z)g(x) dz, fir f,g € Pa.

Berechnung von ¢V:

1
Ip™] = /wx?dm— /m4dx:\/m:\/§
—1 5 7 5’

1) _ M 5
also ¢ Hp(l)H 2:0 .

Berechnung von ¢? )

(D — @ @ Wy _m,/ Subdu /22 = o

(2)
C
= ¢? = T \/>1: denn ||| = U $2 dxr = V3 *$3|1 = \/>

Berechnung von ¢®:
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= \/<x190:c3+gx5)

In dieser Reihenfolge erhélt man also NICHT Vielfache von den Legendre-Polynomen
(siehe S.97 im Buch von Nipp/Stoffer fiir die Anwendung des Schmidt’schen Orthogo-
nalisierungsverfahren auf 1, z, z2, x?’).
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Aufgabe 4

a) Man berechne fiir jedes k € N die Orthogonalprojektion der Funktion
¢:00,2r] > Rz —ax—m

auf den von {fo,..., fx, g1, - -, g } aufgespannten Unterraum von C°([0, 27]),
versehen mit dem Skalarprodukt (f,g) = 0277 f(z)g(x) dz (siehe Aufgabe 3
der Serie 3 fiir die Definition der Funktionen f,, und g,,). Die Aufgabe darf
mit MATLAB gelost werden.

b) Man stelle mit Hilfe von MATLAB die Funktion ¢, sowie die gefundenen Pro-

jektionen fiir einige Werte von k als Graphen im selben Koordinatensystem
dar.

Bemerkung: Die gefundenen Projektionen heissen Fourier-Polynome der Funk-

tion ¢. Fiir £ — oo erhilt man die sogenannte Fourier-Reihe von ¢.

a) Wir bezeichnen mit py die Orthogonalprojektion von ¢ auf den von {fo,..., f,
g1, .., g} aufgespannten Unterraum von C°([0, 27]). Nach Aufgabe 3 der Serie 3
sind {fo,---, fx, g1, - - - , gk } paarweise orthogonale Einheitsvektoren von C°([0, 27]).
Dabher gilt nach der Formel aus der Vorlesung fiir die Orthogonalprojektion

k

n=0 m=1

Wir miissen also die Skalarprodukte (¢, f,) fiir n = 0,...,k und (¢, gm) fiir m =

1,...,k ausrechnen. Fiir n = 0 bekommen wir
2m 2 2m 2 2
1 1 T 2n° — 21
, fo) = x—m)- dr = —— | — — 7z = —F——=0.
@i = [(wmm o= o (w2
Firn=1,...,kund m = 1,...,k benutzen wir partielle Integration:
2m 1
(¢, fn) = / (x —7) - —=cosnxdx
0 VT
1 o 1
=(z—m)- ﬁn sin nx . -/ 1- Wsmnwdm
2m
=0-0+ cosnz| = ! (1-1)=0
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(¢, 9m) = /OQW(SC —7) - %Sinmajdm

—(r—m) <—\/;m cosmx)

=- (m = (—m)) + ;sinmx

VTm /7T m?2
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Somit ist die Orthogonalprq]ektlon nach der obigen Formel durch

k k

pr(x) = Z —% : %sinmm =- Z %sinmx

m=1 m=1

gegeben.



b) Der folgende Code 16st die gesamte Aufgabe 4 mit MATLAB. Siehe die MATLAB
Dokumentation fiir Erkldrungen u.a. zu den Befehlen |quad| und @

% Bestimmung der Koeffizienten a(n)=<phi,f_-n>
F =Q@(x)(x—pi)./sqrt(2xpi);
a0 = quad(F,0,2xpi);

a = [];

for n = 1:30
F = Q@(x)(x—pi)./sqrt(pi).*xcos(n*x);
a = [a, quad(F,0,2%pi)];

end

b = [];

% Bestimmung der Koeffizienten b(m)=<phi,g-m>
for m = 1:30

F = Q(x)(x—pi)./sqrt(pi).*sin (m*x);

b = [b, quad(F,0,2+pi)];
end

% Plotten von phi, p_-1, p_5 und p-30
x=0:pi/1000:2% pi;
phi = x—pi;
pl = a0/sqrt (2*xpi)+a(l)/sqrt(pi)*cos(x)+b(1l)/sqrt(pi)*sin(x);
p5 = a0/sqrt (2*pi);
for n=1:5
p5 = p5 + a(n)/sqrt(pi)*cos(n*x) + b(n)/sqrt(pi)*sin(nxx);
end
p30 = a0/sqrt (2% pi);
for n = 1:30
p30 = p30 + a(n)/sqrt(pi)*xcos(n*x) + b(n)/sqrt(pi)*sin(n*x);
end
plot (x,phi,x,pl,x,p5,x,p30)
axis ([0,2%pi,—4,4])
legend ("phi’, ’k=1","k=5","k=30",’Location ’, ’ NorthWest ")
% Export in ps—File: print —dpsc a4_4ab.ps

Darstellung von ¢ und der gefundenen Projektionen py, fiir k = 1, k = 5 und k = 30
als Graphen:


http://www.mathworks.ch/help/techdoc/ref/quad.html
http://www.mathworks.ch/help/techdoc/matlab_prog/f4-70115.html




