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Aufgabe 1

Sei P3 der Vektorraum der Polynome vom Grad ≤ 3. Die lineare Abbildung
F : P3 → P3, p(x) 7→ p(x)− p′(x) hat die Eigenwerte...

© 0 mit algebraischer und geometrischer Vielfachheit 4.

© 0 mit algebraischer Vielfachheit 4 und geometrischer Vielfachheit 1.

© 1 mit algebraischer und geometrischer Vielfachheit 4.

√
© 1 mit algebraischer Vielfachheit 4 und geometrischer Vielfachheit 1.

Um die Eigenwerte der gegebenen linearen Abbildung F berechnen zu können, be-
stimmen wir zuerst ihre Darstellungsmatrix A bezüglich der Basis {1, x, x2, x3}. Es
gilt

F(1) = 1,

F(x) = x− 1,

F(x2) = x2 − 2x,

F(x3) = x3 − 3x2.

In den Spalten von A stehen die Koordinaten von F(1), F(x), F(x2), F(x3) bezüglich
der Basis {1, x, x2, x3}. Somit gilt

A =


1 −1 0 0
0 1 −2 0
0 0 1 −3
0 0 0 1


und

det(A− λI4) = det


1− λ −1 0 0
0 1− λ −2 0
0 0 1− λ −3
0 0 0 1− λ

 = (1− λ)4,

weil die Determinante einer Dreiecksmatrix durch das Produkt der Diagonalelemente
gegeben ist. Darum hat F nur den Eigenwert 1 mit algebraischer Vielfachheit 4.
Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 1 ist gleich der Dimension des Kerns von
A− I4, also gleich der Anzahl der freien Parameter bei der Lösung des Gleichungssy-
stems (A− I4)x = 0 mit

A− I4 =


0 −1 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −3
0 0 0 0

 .

Die geometrische Vielfachheit ist daher gleich 1, weil die Lösung dieses Gleichungssy-
stems durch x2 = x3 = x4 = 0 mit x1 frei gegeben ist.

Bemerkung : Gemäss dieser Rechnung ist der Eigenraum von F zum Eigenwert 1

durch span{1} gegeben, weil das konstante Polynom p(x) = 1 die Koordinaten


1
0
0
0


bezüglich der gewählten Basis hat.
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