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Aufgabe 1
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Aufgabe 2

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehérigen Eigenvektoren von

0 2 2
A= 2 3 -1
2 -1 3

b) Bestimmen Sie von Hand eine orthogonale Eigenbasis zu A.

¢) Kontrollieren Sie Thre Ergebnisse mit MATLAB.

a) Eigenwerte: Wir entwickeln die Determinante nach der ersten Spalte:

A2 2
det(A—AIg)=| 2 3-A -1
2 -1 3-2A

3-A -1 2 2 2 2

=7A 3—,\‘*2‘ -1 3—A‘+2‘3—)\ —1‘

=N 46A2-3220 = A =2 (durch Ausprobieren).
Durch Polynomdivision erhilt man
A6 =32 = (A +2) (=N + 81— 16) = —(A +2)(A — 4)°

und somit
A2,3 = 4 (algebraische Vielfachheit 2).

Eigenvektoren: \y = —2:

2 2 210 5 2 2 210 . 2 2 210
2 5 —1]0|® 0o 3 —3|0|/® 0o 3 —3]0
2 -1 510 0 -3 310 0 0 00
-2
xs frei,re = x3, 1 = —r2 — 3 = —2x3 = 2.B. 2 = 1
1
Ao=X3=14
—4 2 210 5 2 -1 =110
2 —1 —1]{0|® 0o o o]o
2 -1 —-11]0 0 0 010
1 1 1
x3 frei, zo frei, z; = 5(352 + z3) = z.B. v@® = 1 , @3 = 2
1 0

b) Da A reell und symmetrisch ist, stehen Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten

orthogonal aufeinander (siche Satz aus der Vorlesung). Also ist v orthogonal zu
allen Eigenvektoren zum Eigenwert 4.

Daher geniigt es zwei orthogonale Eigenvektoren zum Eigenwert 4 zu finden. Das
geht zum Beispiel, indem wir das Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren auf



v@® und v® anwenden (wir verzichten auf die Normierung von 0(3), weil nur eine

orthogonale Eigenbasis gesucht ist):

1
2
6(2) = 7'0( : = L 1 b
WO ~ V3| |
0
c® = ,® (,U<3)7 6(2)) e®@ — 1
%,—/ 71
=V3
-2 1 0
Somit ist beispielsweise 1]1,(1], 1 eine orthogonale Eigenbasis zu A.
1 1 -1
¢) Kontrolle der Ergebnisse mit MATLAB:
A=[0 2 2;
23 —1;
2 -1 3];
vl = [-2; 1; 1];
v2 = [1; 1; 1];

% Kontrolle, ob vl Eigenvektor zum Eigenwert —2 ist (ok wenn wl=ul)
wl = Axvl
ul = —2xvl

% Kontrolle, ob v2 Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist (ok wenn w2=u2)
w2 = Axv2
u2 = 4xv2

% Kontrolle, ob v3 Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist (ok wenn w3=u3)
w3 = Axv3
ud = 4xv3

% Kontrolle, ob vl, v2, v3 orthogonal aufeinander stehen
% Skalarprodukt von vl und v2

vl’xv2

% Skalarprodukt von vl und v3

v1l’'*xv3

% Skalarprodukt von v2 und v3

v2'%xv3



Aufgabe 3

a) Diagonalisieren Sie — falls moglich — die Matrizen

(i)A<§’ :‘1*), (ii) B = é _? —z ,(iii)C(_é _g)

b) Kann man in den Féllen, in denen die Matrizen diagonalisierbar sind, die
entsprechenden Transformationsmatrizen T orthogonal wihlen? Wenn ja,
geben Sie so ein T' an.

a) (i)

3—-A —4

det(A — AI2) :‘ I

‘:(37)\)(717/\)+4:172/\+)\2

=(A-1)%=0

= Eigenwert A\; = 1 (die algebraische Vielfachheit ist 2).
Eigenraum zu A1: (A — Al2)z =0

(5 215) (5 412) == e (1)

= geom. Vielfachheit von A; ist 1 # 2 = alg. Vielfachheit.
= A ist nicht diagonalisierbar.

(ii) B ist symmetrisch und reell, also auch diagonalisierbar.

1-X 0 2
det(B—A) =| 0 1—X —1 |=(1-2))
2 -1 5—2A
=1 =N =XNG=X) —1]+2[-2(1 -\
= (1 =N\ —6A+4)—4(1—))

S (1= N 6N = -AA—6)(A—1) L0

-1 5-2AX

1-X -1
-2 -1

0 2
2

= Eigenwerte A\ =0, A2 =6, A3 = 1.

Zu drei verschiedenen Eigenwerten gibt es drei linear unabhéingige Eigenvek-
toren, also existiert eine Eigenbasis (auch daraus folgt, dass B diagonalisierbar
ist):

Eigenvektor zu A\i: (B — MI3)z =0

1 0 210 1 0 210 1 0 210
0 1 —-110 — 0 1 —-11]0 — 01 —-1]0
2 -1 510 0 -1 110 0 0 0]0
= x3 frei, xo = r3, 1 = —2x3
—2
= z.B. v = 1
1
Eigenvektor zu A2: (B — A2l3)x =0
-5 0 2 -5 0 2 —5 0 2

0 -5 -1 | = 0 -5 -1 |- 0 -5 -1
2 -1 -1 0o -1 -1 0 0 0



. 1 2
= x3 frei, xo = —£T3, T1 = ;T3

2
= z.B. v® = -1
5
Eigenvektor zu As: (B — A3l3)z =0
0 0 2 2 -1 4 2 -1 4
0 0 -1 |—=1| 0 0 2 =10 0 2
2 -1 4 0 0 -1 0 0 0
= x3 =0, x2 frei, 1 = 522
1
= z.B. v® = 2
0
-2 2 1
=>T= (v<1)v(2)v(3)) = 1 -1 2
1 5 0
0 0 0
=Dg=[0 6 0 | =T"'BT.
0 0 1
(iii)
1-X -2
det(C — A\I2) = _3 2_)\‘—(1—>\)(2—)\)—6

=X —4d=A-4A+1)=0

= Eigenwerte A1 = 4, Ao = —1.
Die Eigenwerte sind verschieden, also existiert eine Eigenbasis:

)

Eigenvektor zu A1: (C'— Ail2)x =0
-3 -2 .
-3 -2

-3
0
. 9 W _ [ —2
= xo frei, x; = —312 = z.B. v\ = 3 )

Eigenvektor zu A\o: (C' — A2l2)z =0
2 =2 - 2 =2
-3 3 0 0

= xo frei, x1 = z2 = z.B. v® =

-2 1
= (oM @) =
r= (” v ) - ( 3 1 >
(4 0\ -1
éDc—(O _1>—T CT.
b) (ii): Weil B symmetrisch ist, gibt es eine orthogonale Transformationsmatrix 7". Die

Eigenvektoren stehen bereits senkrecht aufeinander, also miissen wir die Spalten
von T nur noch normieren:

oé\%\“

S~

I
Sh-shsh
glal-gl



(iii): Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten A\; und A2 stehen nicht senkrecht auf-
einander. Daher kénnen wir die Transformationsmatrix 7" nicht orthogonal wéhlen,
da die Spalten von T stets eine Eigenbasis von C bilden. Damit T orthogonal ist,

miissten die Spalten orthonormal sein.



Aufgabe 4

Angeregt durch die berithmte Kaninchenaufgabe von Leonardo von Pisa (1170-
1250), genannt Fibonacci, stellen wir die folgende Aufgabe:

Annahme: Neugeborene Kaninchenpaare bringen nach dem ersten und dem
zweiten Monat jeweils ein neues Kaninchenpaar zur Welt und stellen dann die
weitere Fortpflanzung ein.

a) Man bestimme eine Rekursionsformel fiir die Anzahl F,, der im Monat n
neugeborenen Kaninchenpaare. Man starte mit Fy =0, F; = 1.

b) Bestimmen Sie das allgemeine Glied F,, nach folgender Anleitung:

1. Setzen Sie z(™ = (Ffil)’ n =0,1,.... Die Zuordnung z(™ —s z(*1
ist eine lineare Abbildung. Bestimmen Sie die zugehorige Abbildungsma-
trix A.

2. Die Zuordnung z(®) — z(™ ist auch eine lineare Abbildung. Sie wird
beschrieben durch die Abbildungsmatrix A™. Berechnen Sie den Vektor
(") = A"z und geben Sie F,, an.

¢) Man bestimme den Grenzwert

n

n—oo I, _1

a) Nach unserer Annahme bringen im Monat n die im Monat n — 1 und Monat n — 2
neugeborenen Kaninchenpaare je ein neues Kaninchenpaar zur Welt. Die Anzahl
der neugeborenen Kaninchenpaare im Monat n ist also die Summe der Anzahl der
neugeborenen Kaninchenpaare in den Monaten n — 1 und n — 2:

P, =F, +Fn727

wobei diese Rekursionsformel fiir n > 2 gilt und nach Annahme Fyp =0 und F; =1
gilt.
b) 1. Nach der obigen Rekusionsformel gilt fiir n > 0

2D Foa _ Fri1 _ 0 1 F,
Fn+2 Fn+1+Fn 1 1 Fn+1
0 1Y o
( 01 ) 2™,

Die lineare Abbildung ™ — (%Y ist also durch die Abbildungsmatrix

(1)

gegeben.

2. Da A reell symmetrisch ist, kann man eine orthogonale Matrix T finden, so dass
D = T~ ' AT diagonal ist. Dann gilt A =7DT~! und somit

A" =(TDT YTDT™ Y- (T DT ') =TD"T™".
—— —— ~~
Iy Iy Iy



Fiir die Bestimmung von 1" bestimmen wir zuerst die Eigenwerte von A:
= “A1-MN)-1=X-X-1=0

1+
= )\1’2 2\/5

—-A 1
1 1-A

Fiir die Bestimmung der Eigenrdume bemerken wir, dass

_(+V5)( -V _ -4
e

und
AM+A=1

gilt (das sieht man auch durch Koeflizientenvergleich bei (A — A\1)(A — A2) =
A2 A1)

Normierter Eigenvektor zu A1: (A — A1l2)z =0

-\ 1
1 1- N . -1 1 . -\ 1
~—— A1 Ae 0 0

A2

:>v(1):71 (1>
VI+AZ \ M

ist ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert A;.

Normierter Eigenvektor zu Aa: (A — A2l2)z =0

—A2 1
*)\1)\2 )\1 1 A1
1 1-A
A1

O S S (_)‘1)
VI+AZ 1L

ist ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert As.

Bemerkung: Da A reell und symmetrisch ist, lasst sich v®) auch direkt ablesen,
da v und v? orthogonal sein miissen (wegen A1 # Az).

Es gilt also

RS VI
D=T AT_(O /\2>

mit
T= (v(1> v<2>) = B .
VIFAZ A1
Da T orthogonal ist, gilt 77! =77 und damit

_ F 0 1 A
71,0 _ T (£o _pT _ 1
v a ) /iex\1

und

g (8 2) () ()
T+ \ 0 A3 1 T+22 \ Az



Somit haben wir
_ 1 1 =X 1 Aptt >
(n) _ gn,..(0) _ n 1,..00) _ 1 1
" =A"" =TD"T 2"/ = —— e n
V1422 </\1 1 > V1+ 22 ( Az
1 AP N\ o 1 PUREIED Y
TI+A2 AT N ) T T A2 AT
D Vo R B A .V R V1LYl S
1—‘,—)\% 1—)\1/>\2 —)\2(1—)\1/)\2)

S 0)

¢) Firn > 1 gilt

Ap—t <)\1 - /\?21) Al — Ao (J) -

F, _ AT — A% _ by
P AT =T (1 - i;:i) 1 (72)
Beachte nun, dass
219N = el <

n—1
fiir n — oo gegen Null. Somit haben wir

lim L7 = = 1+2*/5.

n—oo fp_1

gilt, daher strebt (A—z)




