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Aufgabe 1

Siehe separates pdf.

Aufgabe 2

a)

Man verwandle das lineare System zweiter Ordnung fiir die Funktionen y(x)
und z(z)

"

zy+y +e'z

2 = y— %y +sin(x)

in ein lineares System 1. Ordnung.

Welche Dimension hat der Losungsraum?

Das gegebene System ist dquivalent zu

" o 1 0 0 y
y// _ T 1 e.’L‘ O y/
Z1 710 0 0 1 z
2" 1 —z® 0 sin(x) 2
Dies ist ein lineares System 1. Ordnung Y’ = AY mit
Y 0 1 0 0
/ x
1y . N 1 e 0
Y = . , A= A(z) = 0 0 0 1
2’ 1 -2 0 sin(z)

WEeil dies ein homogenes lineares System 1. Ordnung von 4 Differentialgleichungen
ist, hat der Losungsraum nach einem Satz aus der Vorlesung die Dimension 4.



Aufgabe 3

Der angeregte harmonische Oszillator:

V= (e 0)Y ()

beschreibt einen periodisch angeregten harmonischen Oszillator mit der Grund-
frequenz w # 1 und w # 0.

a) Man bestimme eine Basis des Losungsraums des homogenen Systems.
Hinweis: Siehe Folien zur Vorlesung vom 2. Mai.

b) Man bestimme eine partikuldre Losung.
o _ (sin(t)
Hinweis: Ansatz Y (t) = ¢ (cos(t))'

¢) Man bestimme die allgemeine Losung des angeregten Systems.
a) Das dazugehérige homogene System ist gegeben durch Y’ = AY fiir
0 1
(%))
Die Eigenwerte von A sind gegeben durch

det(A — ) = A2 +w? =0,

also durch A; 2 = +iw. Die Eigenvektoren zu \; = iw sind gegeben durch

—iwlO_}in
—w? —iw |0 0 ofo )’

also ist v; = (;Z) ein Eigenvektor zu A1 = iw. Daraus folgt mit komplexer

Konjugation, dass v2 = (Z)) ein Eigenvektor zu A2 = —iw ist.

Die Funktionen ¢4 (t) := eMty; und d2(t) := e*?ty, sind Losungen des homogenen
Systems, weil fiir ¢ = 1,2

i) = M hivi = M Avy = Agi(t)

gilt. Wegen A1 # X2 (da w # 0) sind sie linear unabhéngig und bilden daher
eine Basis des Losungsraums, weil es sich um ein System 1. Ordnung von zwei
Differentialgleichungen handelt.

Da die Koeffizientenmatrix A reell ist, sind auch

Re(¢1)(t) = Re ((Cos(wt) + isin(wt)) (_Z>) _ ( sin(wt) )

w w cos(wt)

Im(¢2)(t) = Im ((cos(wt) — isin(wt)) (;)) _ ( cos(wt) )

—w sin(wt)

und

Losungen. Diese reellen Losungen bilden ebenfalls eine Basis des Losungsraums,
weil die Sinus- und Cosinusfunktion linear unabhéngig sind.



b)

Einsetzen des Ansatzes
_(sin(t)

Y(t)=c (cos(t))

in das gegebene inhomogene System ergibt
ccos(t)) ccos(t) n 0
—csin(t) ) — \ —w?csin(t) sin(t) )
Dieser Ansatz liefert also genau dann eine partikuldre Losung, wenn
—c=—wc+ 1,

also ¢ = ﬁ gilt (man beachte, dass w? — 1 # 0, weil w # 1 ist). Somit ist

o0 = 77 ()

eine partikuldre Losung.

Die allgemeine Loésung des angeregten Systems ist durch 1 (¢) + S gegeben, wobei
1(t) die partikulidre Losung aus b) ist und Sy den Losungsraum des homogenen
Systems aus a) bezeichnet. Somit ist

v = oy ()« a (Jnn) ) 5 (Lo, )

mit A, B € R die allgemeine Losung des angeregten Systems.




Aufgabe 4

Der gedimpfte harmonische Oszillator:

"_

y' =ty —y

beschreibt einen durch Reibung geddmpften harmonischen Oszillator bei unter-
kritischer Démpfung (d.h. w > 1).

a) Man bestimme eine Basis des Losungsraums.

b) Man berechne die Wronski-Determinante fiir die gewéhlte Basis.

¢) Man gebe die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung 2. Ord-

nung an.

Mit

()

kann die gegebene Differentialgleichung auf das System 1. Ordnung

Y' =AY

0 1
2= (e )

zuriickgefiihrt werden. Die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix A sind gegeben
durch

- 1 L2 2 !
det(_wz _1_)\)—/\ +A4+w” =0,
also
—1++v1—4w? 1 .
AMog=—""""—=——+ia
2 2
mit .
1 @>3
— 2 _ =
@ w 1 > 0.
Die Eigenvektoren zum Eigenwert \; = —% + ia sind gegeben durch
1 —ia 1 0 (M 1]0
—w? —% —3a | 0 —w? X0 )

WEeil die algebraische Vielfachheit von A1 gleich 1 ist, ist auch dessen geometrische
Vielfachheit gleich 1. Daher sind die beiden Zeilen der Matrix dieses LGS linear
abhéngig und eine Losung der ersten Zeile erfiillt gleichzeitig die zweite Zeile. Somit

ist v1 = (/\1 > ein Eigenvektor zum Eigenwert A;.
1

Daraus folgt mit komplexer Konjugation, dass vy = ( )\1 > ein Eigenvektor zum
2

Eigenwert Ay = \p ist.
Wie bei Aufgabe 3a) sind

b (t) = Mty = oSt giat (_1 1 . )



und

¢2(t) _ 6/\2t'l)2 — efétefiat ( L 1 )

-3 —

1 .
Et —iat

Lot
ze e

Losungen des Systems Y’ = AY. Somit sind y1 (¢) = e~ 2% und y2(t) = e~
Losungen der gegebenen Differentialgleichung 2. Ordnung. Weil A eine reelle Matrix

ist, sind auch die reellen Funktionen

P1(t) = Re(yi(t)) = e~ 2% cos(at), ¥a(t) = Im(ys(t)) = e 2" sin(at)

Losungen. Da die Sinus- und Cosinusfunktion linear unabhéngig sind und es sich
um eine lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung handelt, bilden 11 (¢)
und 2 (t) eine Basis des Losungsraums.

Fiir die Wronski-Determinante von (1,12) erhalten wir

_ () ba(t)
W) = det (ww wém)

e 2t cos(at) e 2t sin(at)
= det _1 1
e 2%

—1cos(at) — asin(at)) e 2'(—3 sin(at) + acos(at))

= e "(acos’(at) + asin®(at)) = ae "

Die Wronski-Determinante ist also fiir alle ¢ € R verschieden von Null. Dies stimmt
mit dem Satz aus der Vorlesung iiberein, der besagt, dass dies der Fall ist, wenn
(11, 1)2) eine Basis des Losungsraums ist.

Die allgemeine Losung wird durch 1 (¢) und 2(¢) aufgespannt, also ist sie durch
y(t) = e_%t(A cos(at) + Bsin(at))

mit A, B € R gegeben.



