D-ERDW, D-HEST, D-USYS Mathematik 1 HS 12
Dr. Ana Cannas da Silva

Musterlosungen zu Serie 13 (Ferienserie)

1. a) Das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix

2-A 0 —2
pA)=] 0 —1-x 0 _—(1+)\)’
1 0 —1-2A

= (1A (2= NI+ A) —2) = (1+1)(1—\)A

2—-A -2
1 —1-A

hat die Wurzlen A\; = 0, Ay = 1 und A5 = —1.

Fiir die zugehorigen Eigenvektoren v, U5 und w3 folgt

2 0 -2 10 —1 1
0 -1 0]~1[01 0 = H=cl|l0|, ceR,
1 1 00 0 1
1 —2 10 -2 2
0 -2 0]~[01 0 = H=cl|0|, ceR,
1 0 -2 00 0 1
30 —2 100 0
00 0]~1[001 = H=c|1], ceRr
10 0 00 0 0

und da alle Eigenwerte verschieden sind, ist jede Losung von der Form

1 2 0
Uh(@)=c [0 ] +ce® [0 ] +c3e™ | 1
1 1 0

mit Konstanten ¢y, ¢o, c3 € R.

b) Da die zweite Gleichung von den ersten und dritten ,,entkoppelt* ist, fiihrt der
Ansatz g, = (Ae** 0 Bez"’”)T auf eine partikulire Losung. Aus

2Ae%® 2 0 -2 Ae*® e (2A — 2B+ 1)e*®
0 =({0 -1 0 0O )| +{0]= 0
2 B2 1 0 -1/ \Be* 0 (A— B)e2

finden wir durch Koeffizientenvergleich A = % und B = %

Bitte wenden!



d

a)

Somit ist jede Losung von der Form

o+ 3e* 2 0
y(x) = yn(x) + Yp, (x) = 0 +ee” [0 +eze™™ | 1
c1 + %6296 1 0

mit Konstanten ¢y, ¢o, c3 € R.

0

(&1
Y(z) = gn(x) + Yp(z) = [ 6 | + coe” O +cze””

0 0
Mit dem der Ansatz i,, = | C' | folgt 0 = —C + 6, also 7, = (6 und
0
0
1
C1 1 0

mit Konstanten ¢y, co, c3 € R.

Die Inhomogenitit ist gerade die Summe der beiden in den vorigen Teilaufgaben
behandelten Inhomogenititen. Daher ist die Summe ¢,, + ¥, eine partikulire
Losung und fiir die allgemeine Losung gilt

C1 —|— 3 236 2 0
y(x) = yn(x) + Yp (x) = 6 +ce” [0] +cze™ | 1
o+ 5 e 1 0

mit Konstanten ¢y, ¢o, c3 € R.

Wir erinnern zunéchst daran, dass eine lineare Differentialgleichung
Y™+ a1y - ay + agy =0 (1)
mit konstanten Koeffizienten ay, . .., a,_1 € C stets ein Fundamentalsystem von

n linear unabhingigen Losungen besitzt und sich somit jede Losung von (1) als
Linearkombination dieses Systems ergibt. Hat das charakteristische Polynom

pA) = A"+ ap N+ A+ ag 2)

die Wurzeln Ay, ..., A, mit der jeweiligen Vielfachheit %4, . . ., k,, so bilden

e)\lx’ xe/\lx, . xkl—le)\lx,
e)\gx’ xekgl‘, . :L.k‘z—le)\gx,
eArx’ l,e)\rx’ . CL,krrfle)\rac’

ein solches System von n = k; + - - - + k, Funktionen.

Siehe nachstes Blatt!



i) Das charakteristische Polynom
PA) =X =3X3 4302 A= (N =3 +3A - 1) A=A —1)° )

hat die einfache Wurzel 0 und die dreifache Wurzel 1. Daher bilden

0 T T 2 x

1=e€e" und e*, xe*, x%e

ein Fundamentalsystem und jede reelle Losung ist von der Form
y(r) = A+ Be® + Cxe® + Dz’e”
mit reellen Konstanten A, B, C, D € R.

Sind die Koeffizienten ao, ..., a,-1 in Gleichung (1) reell, so ist mit jeder k-
fachen Wurzel A\ = a + 1b des charakteristischen Polynoms auch A = a — b eine
solche Wurzel. Mit den Eulerschen Formeln

eiz + efim eix - efix

cosr = ——, sinx = :
2 21

erhalten wir so aus den 2k linear unabhéngigen komplexen Losungen
k1 —le(a—l—ib)x

kl—le(a—zb)z,

6( . xe( . “ e :L'
e , Te , e X

b

durch Bilden von Linearkombinationen die 2k reellen Losungen

cos(bx), we*cos(bx), --- xMLe® cos(br),
sin(bz), we*sin(bx), --- 2M7lesin(bx).

e

eax

Die lineare Differentialgleichung (1) besitzt also (im Fall reeller Koeffizienten)
stets ein Fundamentalsystem von n reellen linear unabhéngigen Losungen, auch
wenn die Wurzeln des charakteristischen Polynoms nicht alle reell sind.

ii) Das charakteristische Polynom
pA) =M +2X2 4 1= (W) +2(0) + 1= (A2 +1)°
besitzt die doppelten Wurzeln ¢ und —:. Daher ist
cosx, xcosx, sinx, xsinz,
ein Fundamentalsystem und jede reelle Losung ist von der Form
y(x) = (A4 Bx)cosz + (C 4 Dz)sinz

mit reellen Konstanten A, B, C, D € R.

Bitte wenden!



iii) Das charakteristische Polynom
p(A) = AT —=2X° +5X% = (A = 2A +5) \?
hat die doppelte Wurzel 0 und die einfachen Wurzeln 1 + 2:. Daher ist
1, =z, e%cos(2x), e"sin(2x)
ein Fundamentalsystem und jede reelle Losung ist von der Form
y(x) = A+ Bx + Ce” cos(2x) + De” sin(2x)
mit reellen Konstanten A, B,C, D € R.
iv) Das charakteristische Polynom
) =M+ 4N+ 4= (N +4(02) +4= (A2 +2)°
hat die doppelten Wurzeln 4-/2 . Daher ist
cos <\/§x> , X CoS <\/§x> , sin (\/§w> , xsin (\/§x> ,
ein Fundamentalsystem und jede reelle Losung ist von der Form
y(x) = (A + Bz) cos (\/§x> + (C' + Dz)sin (\/§x>
mit reellen Konstanten A, B,C, D € R.
b) Wir bemerken zunéchst: hat eine lineare Differentialgleichung
Y +an 1y + -+ ary + agy = q(x) 3)
mit Koeffizienten ay, . .., a,_1; € C eine Inhomogenitit der Gestalt
q(x) = (bo + byx + - - - + ba™) e,

wobei p eine k-fache Wurzel des charakteristischen Polynoms (2) ist (k = 0
bedeutet p(u) # 0), so besitzt (3) die partikuldre Losung

Yp(z) = (co+ 1z + -+ + ™) kel

boxker®

p® ()

Die allgemeine Losung von (3) setzt sich aus der allgemeinen Losung der homo-
genen Gleichung (1) und einer partikuldren Losung von (3) zusammen.

Fiir die in Frage stehende Gleichung ist p(A) = A* — A = (A\* — 1) A mit den drei
einfachen Wurzeln 0, 1 und —1 und dem Fundamentalsystem 1, e”, e™*.

fiir m = 0 ist speziell y,(z) =

Siehe nichstes Blatt!



i) Die Inhomogenitit ist (in obiger Notation) von der Gestalt

q(z) = e** =bpe'™ mit by=1, p=2, m=~k=0,

2x 621

e . e T .
=5 eine partikulidre Losung und somit

8 —2

also ist y,(z) =

2x

y(x) :A+Bex+06_x+%, A, B,C €R.
ii) Die Inhomogenitit ist von der Gestalt

xe:p x

also ist y,(z) = 3-1° ; eine partikuldre Losung und somit

y(x) = A+ (B+g> e"+Ce ™, A B,CeR.

iii) Die Inhomogenitit ist von der Gestalt
q(z) = 2% = by’ mit by=2, pu=0 m=2 k=1,

also ist y,(x) = (co +cix + 62562) x fir gewisse ¢g, ¢1, c2 € R eine partiku-
lare Losung. Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich aus
x®=qx) = yl(,?’) — y]'g = 6cy — (co + 2c17 + 302x2)
= 6cy — g — 201 — 3o
cy = —3,c1 =0, cg = 6cy = —2 und somit
3

y(x) :A+Bex+C’e*z+—%—2x, A B, CeR.

Sind die Koeffizienten ay, ..., a,_1 in Gleichung (3) reell und ist die Inhomo-
genitit der Real- bzw. Imaginirteil einer komplexen Funktion ¢(x) der obigen
Gestalt, so ist offenbar der Real- bzw. Imaginérteil der oben angegebenen Funk-
tionen y,, eine partikuldren Losungen der Gleichung (3).

iv) Die Inhomogenitit ist von der Gestalt

q(z) = cosz = Re (bpe"®) mit by=1, p=1i, m=0, k=0,

. e e sinz N ..
alsoist y,(r) = Re z— = Re 5 = g eine partikuldre Losung und
i3 —i
sinw

y(a:):A—i—BegC—l—Ce_x—T, A B,C €R.

Bitte wenden!



3.

a) Das charakteristische Polynom

p(\) =N +2d\ + k
hat die Wurzeln A\, = —d + Vd? — k.
i) In diesem Fall gilt A » = —d = iwy mitwy = 'k — d2, also
z(t) = cre”% cos (wot) + cre” " sin (wot) = Ae™ ™ cos (wot + )

fiir gewisse Konstanten ¢, co € IR bzw. eine gewisse Amplitude A und eine
gewisse Phase ¢ (vgl. dazu die Ausfiihrungen in Serie 2 Aufgabe 2).

2 i

Insbesondere klingt jede Losung exponentiell auf 0 ab.

ii) In diesem Fall ist A = —d eine doppelte Wurzel und
z(t) = cre™® + cote™ = (¢ + cat) e ¥,

In diesem Fall klingt also jede nicht-triviale Losung exponentiell auf 0 ab, hat
hochstens ein Extremum und geht hochstens einmal durch 0.

N x(t)

o

iii) In diesem Fall gilt Ay < A\; < 0 und

v

z(t) = c Mt 4 cpet?,

Wegen A\, \s < 0 klingt auch in diesem Fall jede Losung # 0 exponentiell
auf 0 ab, hat hochstens ein Extremum und geht héchstens einmal durch 0.

Siehe nachstes Blatt!



b) Eine partikulidre Losung ist durch

Ket Ke®t (k — w? — 2diw)
z(t) “%—w? + 2diw ¢ (k — w?)? + 4d2w?
K(k—w? t 2K dw sin wt
_ (k —w?) cosw N w sinw — Asin (wt+ )

(k—w?)® +4d%w?  (k —w?)® + 4d2w?

gegeben, wobei

Ky (k= w?)? 4 dd2w? %

(k — w2)2 + 4d?w? \/(k _ w2)2 4 4d2w?

(vgl. dazu die Ausfithrungen in Serie 2 Aufgabe 2).

A

Die allgemeine Losung setzt sich aus dieser partikuldren Losung und der allge-
meinen Losung der homogenen Gleichung zusammen. Da letztere - wie in Tei-
laufgabe a) gezeigt - stets exponentiell auf 0 abklingen, hat somit jede Losung
dasselbe Langzeitverhalten wie diese partikuldre Losung.

¢) Es gelten

o2 2
2Kw (k= 2d" — ) lim A(w) = %, lim A(w) = 0.

A/(w) == 3
((kf . w2)2 + 4d2w2)3/2 w—0 w—00

Ist k < 2d?, so fillt A streng monoton auf 0 ab.
Anderenfalls wichst A(w) streng mono-

ton bis zur Frequenz wy = vk — 2d?, in i
der sie das globale Maximum

K 1 K
2 VE—2  2dw

erreicht und fillt anschliessend streng
monoton fiir w — oo auf 0 ab.

A(wr)

Bitte wenden!



4. a) Mit der Substitution u = ¥ folgt fiir z,y # 0

2?2 + 1+y—z_1+u2

!/ /: €T —
Yy =u-+aru 27y g o
d 1—u?1 2u d
also 2 — 2 baw. / uau / — fiir u # 1 und somit

dx 2u w2—1
C C

I’ —1=C-lnlr| = |u2—1|:W o 2o IFY
x T

wobei (' eine generische Konstante bezeichnet. Demnach ist
y(z) = £v/z(x + C) und insbesondere y(1) = +v1+ C = 2,
also C'=3 und y(x) = \/x(z + 3).
b) Mit der Substitution u = x + y + 1 folgt

Y =u —1=(x+y+1)*=u?

d d
also a_ 1+ u? bzw. / v / dz und somit
dx 1+ u?
T T
arctanu =x +C = w=tan(zx+C) fir —y<u<g.

Demnach ist
y(x) =tan(x + C) — 2 — 1 undinsbesondere y(0) =tanC —1 = -2
also C' = —7 und y(z) = tan (:c - %) —z—1
¢) Mit der Substitution u = £ folgt fiir z # 0

Y =u+ zu —y<1—ln >—u(1—11r1u)7

also @ = —umu bzw. /

dx T

/— fir u ¢ {0, 1} und somit

ulnu

Injlhu|=C—-In|z] = |hu=— = u=es,

|z
wobei C' eine generische Konstante bezeichnet. Demnach ist

C s

% und insbesondere y(l) =¢€" =¢€",

y(zr) = xe

also C' =7 und y(z) = ze=.

Siehe nachstes Blatt!



d) Mit der Substitution v = £ folgt fiir z # 0

y’:u—i—xu':y(l—y) =u(l—u)
T

x

d —u? d d

also == " pow. | = _/_3: fiir u # 0 und somit

dz x u? x
1

o
CInfz| - C’

™

1
—=lhlz|-C = wu =  y(x)
u

:ln]x\—C

e
1-C

insbesondere y(e) = =, also C' = < und y(z) =

~ r(njz] - 1)+ e

a) Die homogene Gleichung
’ Y
=0
v r+1

lasst sich durch Separation der Variablen 16sen. Fiir y # 0 gilt

dx C
ln\y]:—/x+1:0—ln\x+1\ = V=T

C(x)

Mit dem Ansatz y,(z) = 1
T

C C v C

—T

ergibt sich

s+l (@+12 © 2+l T @+n?

Yp =
also €' = (x + 1)e™" und damit

C= /(x+ e ®dex =D — (z+2)e .

D — 2)e™"
also y(z) = 5::1 )e fir ein D € R. Aus der Anfangsbedingung
2—(x+2)e”
0= =D—-2 folgt = .
y(x) olgt  y(z) P

b) Die homogene Gleichung y' + 4zy = 0 ldsst sich durch Separation 16sen:
ln|y|:—4/xd:r:0—2x2 = y:C'e_QI2

fir y # 0. Mit dem Ansatz y,(z) = C (z)e*" ergibt sich

_97p2 _ 9.2
y,=C'e™® —ACxe™™

o2 9,2 5.2
= 4ge — 4dxy, = 4xe 2 _AC e,

Bitte wenden!



¢)

d)

also C' = 42 und damit C = 4/9c dx = 222 + D. Somit ist

y(z) = (22> + D) e *", insbesondere 3 =y(0) = D
und somit y(z) = (22° + 3) e 72",
Die homogene Gleichung i’ = y/x ldsst sich durch Separation 16sen:

d
ln|y|:/%:1n|x|—0 = y=Cx

fiir y # 0. Mit dem Ansatz y,(x) = C'(z)x ergibt sich

xy;:C’xz—irCa::yp%—a:z—l—x—l—l:C:z:—l—x2~|—:c+1

1 1
also ' =14 — + —5 und damit
X X

1 1 1
C:/(1+—+—2)d$:lnx—|—a:——+D,
r  x x

also y(z) = (D +Inx)x + 2* — 1 fiirein D € R. Aus der Anfangsbedingung

—3=y(l)=D  folgt  y(z)=(Inz—3)r+s°-1

Die homogene Gleichung 3’ sin x = y cos x ldsst sich durch Separation 16sen:

d
1n|y|:/cos,x x:ln|sinx|—0 = y=Csinz
sin

fiir y # 0. Mit dem Ansatz y,(x) = C'(z)sinz ergibt sich

Y, sinx = C'sin® x + C'sinx cos

= y,cosx + 4sin*z = C'sinxcosx + 4sin* x

also C'" = 4sin? z und damit
C= 4/sin2xdx = 2z —sin(2x) — D,

also y(z) = (2x — sin(2z) — D) sin z. Aus der Anfangsbedingung

O=y(n/2)=m—D folgt y(x) = (2z — sin(2x) — ) sin z.



