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Musterlosungen zu Serie 10

1. a) Die Ellipse E wird z.B. durch N
(4cost,3sint)
4 cost 1 1 .
y(t)=|3sint |, 0<t<2m, AR I
0 1
parametrisiert. B
Daher ist
27
§ pas= [ FGm)- s a
E 0
or (12 cost — 12 sint —4 sint
:/ 16 cost+ 6 sint | - | 3 cost | dt
0 —36 sin®t 0

2
= / (48 cos®t + 48 sin®t — 30 costsin t) dt
0

27 27
:48/ dt—30/ costsintdt =48 - 27— 0=967.
0 0

Ferner ist offenbar 77 = (0,0, 1)” der Einheitsnormalenvektor der von der positiv
orientierten Ellipse I begrenzten orientierten Fliche Y. Wegen

—8y —(—62) 6z—8y
rot F(z,y,2) = 2—2z =1 2-2z
4—(—4) 8

giltalso §, Fd5= [[.rot F-dA=8 [[,dA=8-4-3-7 =096

b) Die Schnittkurve I" wird z.B. durch

cost
v(t) = | sint |, 0 <t <2,
cost
parametrisiert.
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Dann gelten

1 —sint
F(y(t)) = | sin®t und 4(t) = | cost
-1 —sint

und also

27
$ras— [ FG@)-50de
r 0
2¢p 1 2m
:/ sintcostdt = —sin’t = 0.
0 3 t=0

Eine von I' berandete Fliache ist z.B. die Schnittfliche > der x = z-Ebene mit
dem Vollzylinder. Da diese in der x = z-Ebene liegt, ist

_ i
n—=—

0
V21

die Einheitsnormale von >, und da

2y — 0 1
rot F(z,y,z)=| 0—-0 | =-2y|0],
0— 2y 1

folgt §. F'ds = [rot F-7idA = [, 0dA = 0 auch mit dem Satz von Stokes.

¢) Wir unterteilen den Weg in zwei Teilwege.

i) Der Weg, der die Punkte A und B geradlinig verbindet, ist etwa durch

-1 2
71 :[0,1] = R?, t= | 3 | +t|0],
0 0
parametrisiert. Dann gilt
0 2
F(n(t) = | 3¢ und 1 (t)=[0], 0<t<1.
2t 0

Die Arbeit von [ langs v, ist also 0.
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2.

ii) Der zweite Weg

0 cost
v 1 [0, 7] = R? t—= 3]+ O
0 sint
mit
—sint —sint
F (y(t) = 3e? und  Ao(t) = 0 , 0<t<m.
cost+1 cost

verbindet die Punkte B und A auf dem Halbkreis mit Durchmesser 2 = AB
in der Halbebene y = 3, z > 0. Die Arbeit von F’ ldngs 7y, ist

—sint —sint

/ 3e3 . 0 dt = / (sin2 t + cos®t + cos t) dt
0 0

cost +1 cost
:/ 1dt—i—/ costdt = .
0 0

Der Einheitsnormalenvektor der von der fraglichen Kurve berandeten halben
Kreisscheibe H ist offenbar 77 = (0, —1,0)7. Daher folgt

0 0
//rotF-ﬁdA:// DN I dA:Q//dA:ﬂ:w
H H 0 0 H 2
auch mit dem Satz von Stokes.
a) Wir bestimmen zunichst den Fluss aus
dem Wiirfel W, indem wir die Fliisse
durch dessen Seiten einzeln berechnen z
und diese addieren. A
Die Einheitsnormalenvektoren sind C‘ B
1 %
. o D ‘ FE
nperc = —TNapco = | 0], :
0 |
. R Al .y,
Naper = —Noepc = | 1],
0 €T
Npcpe = —Marco = | 0
1
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Dabher sind

1
// F-ﬁDEFGdAzf
DEFG 0
1
// F‘ﬁABCOdA:/
ABCO 0
1
ABEF 0
1
// F'ﬁOGDCdAZ/
0GDC 0
1
// F-ﬁBCDEdA—/
BCDE 0
1
// F'ﬁAFGodAZ/
AFGO 0

und als Gesamtfluss ergibt sich % + % + % —
Da

1_1
2 6"

div F(x,y,2) =2 +2% - 22 2,

/// div FdV = /// (2+a% - 222) dedydz

folgt

auch mit dem Satz von Gauss.

b) Offenbar verschwindet der Fluss des Radiusvektors durch die Grundfliche.

Wie man sich durch eine elementargeo-
metrische Uberlegung klarmacht, gilt
auf der Mantelfliche M stets

Rh

wobei 77 die Einheitsnormale bezeich-
net. Der Fluss aus dem Kegel K ist also

> = 2 2. — P2
//Mr ndA = m// RVR+h7T R°h.

—

=
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c)

Dadivr(z,y,z) =1+ 1+ 1= 3, folgt

2
/// divrdV:S/// gy — 3R ey
K K 3

auch mit dem Satz von Gauss.

Haben die zwei Grundflichen G; und
G5 den Abstand hqy bzw. hy = h — Iy
vom Ursprung, so gilt offenbar

// F-ﬁgidA:hi// dA
Gi Gi

= R*h;,

i = 1,2, wobei i, jeweils die Einheits-
normale bezeichnet.

Der Fluss durch den Mantel M mit der
Einheitsnormalen 77, ist

[ rvaa=r [[ aa
M M

= 2R*h.
Der Gesamtfluss durch den Kegel K ist also 3 R? h .

Da divr = 3, folgt

([ e s [ av-sine

auch mit dem Satz von Gauss.

Das Integral
I [ I
H.-ds=— ldt=—2n1=1 (1)
s 27 Jo 2w
tiber den positiv orientierten Kreis S} = { (z,y,0) € R?*|2* + y* = r? } in der
x-y-Ebene ist unabhingig von r > 0 (vgl. Serie 8 1 d)).

Fiir einen beliebigen Kreis K, der die z-Achse nicht schneidet, unterscheiden wir
die beiden folgenden Fille:

1) K umléuft die z-Achse nicht. In diesem Fall berandet KX eine Flache X, die
die z-Achse nicht schneidet, d.h. auf der H und somit auch rot H definiert
ist. Nach dem Satz von Stokes gilt

%H-ds://rotH~dA://6-dA:O,
K b 2

also verschwindet die Arbeit langs einer solchen Kurve.
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b)

i) K umliuft die z-Achse. In diesem Fall gibt es stets eine Flidche Y, deren
Rand sich aus K und einem Kreis S! (fiir ein hinreichend kleines r > 0)
zusammensetzt. Nach dem Satz von Stokes gilt

H-d5$7{H-ds://rotH-dA://ﬁ-dA:0,
S1 K b b

also, wegen (1), entweder

° % H - ds = I, falls K positiv (wie S}) orientiert ist, oder
K

° f H - ds = —1, falls K negativ (entgegengesetzt zu S}) orientiert ist.
K

Bemerkung: Wegen (1) handelt es sich bei H insbesondere nicht um ein Gradi-
entenfeld, da fiir solche Felder das Arbeitsintegral {iber jeden geschlossenen Weg
verschwindet. Dies zeigt (vgl. die Bemerkung in Serie 8 1 d)), dass die notwen-
dige Bedingung rot H = 0 fiir die Existenz eines Potentials des Vektorfelds H
im allgemeinen nicht hinreichend ist. Dagegen besitz [/ z.B. in

I 1 Tz
= — — yz
2 2
2T xt 4y _x2_y2

ein Vektorpotential, d.h. H = rot A.

Das Integral

. Q // _Q 2
/S?D nspdA= Sg1dA_4W24m —-Q )

iiber die Sphére S? = { (r,y,2) € R?|2% + y? + 22 = r? } mit der Normalen

1 X

Y
/22 4 2 + 22 e

ist unabhéingig vom Radius r > 0, da auf S?

ngg =

1 1 i T

Q
E 2 2 2\3/2 2 4 2 1 22 yl-1Y
(@2 + 2+ 227 Va2 +y?+ 22\, .

_Q x2+y2+22_Qr2_ Q
47 (m2+y2+22)2 C4dr ot 4Awr?

27 m ™
und da // 1dA = / / r281n19d19d4p:27rr2/ sind dv = 4mr?.
52 o Jo 0
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In Analogie zu a) verschwindet der Fluss durch jede Fliche, die den Ursprung
nicht umschliesst (nach dem Satz von Gauss, da das Vektorfeld D quellfrei ist).

Fiir eine beliebige Fliche X, die den Ursprung umschliesst, gibt es stets ein Ge-
biet (G, dessen Rand sich aus X und Sf (fiir ein hinreichend kleines r > 0)
zusammensetzt. Nach dem Satz von Gauss gilt

/ D-nsgdA:F//D-ngdA:///dideV:///OdV:(),
52 b G G

also, wegen (2), entweder

° / / D -ny dA = @, falls die Normale ny, von ¥ nach ,,aussen‘ zeigt, d.h.
o

falls die Fliche X wie die Sphire S? orientiert ist, oder

° / / D -nydA — @, falls die Normale ny, von X nach ,,innen“ zeigt, d.h.
)

falls die Fliche X entgegengesetzt zur Sphire S? orientiert ist.

Bemerkung: Wegen (2) besitzt D kein Vektorpotential, da fiir solche Felder das
Flussintegral iiber jede geschlossene Flidche (d.h. Fliche ohne Randkurven) ver-
schwindet. Dies zeigt, dass die notwendige Bedingung div D = 0 fiir die Exi-
stenz eines Vektorpotentials des Vektorfelds D im allgemeinen nicht hinreichend
ist. Dagegen besitz D z.B. in der Funktion

_ 9 1
QO(ZE,y,Z) - _E /—12 +y2 +22

ein Potential.



