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Stochastik = Wahrscheinlichkeitstheorie + Statistik.
(“Lehre der Mutmassung”).
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@ 1654: Briefwechsel zwischen Fermat und Pascal
@ 1713: Jakob Bernoulli, Ars Conjectandi

@ 1763: Thomas Bayes, An Essay towards solving a
Problem in the Doctrine of Chances

@ 1812: Pierre Simon Laplace, Théorie analytique des
probabilités

@ 1905: Karl Pearson, On the criterion that a given system of
deviations from the probable in the case of a correlated
system of variables is such that it can be reasonably
supposed to have arisen from random sampling

@ 1933: Andrey Kolmogorov, Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

@ 1942: Kiyoshi ltoh, Differential equations determining a
Markoff process
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Verbindungen zu vielen Gebieten der Mathematik

Gehorcht der Zufall mathematischen Gesetzen ? “How dare we
speak of the laws of chance ? Is not chance the antithesis of all
law ?” (Bertrand Russell)

Es gibt tiefe Verbindungen zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie
und praktisch allen anderen Gebieten der Mathematik.
2 Beispiele:

@ Partielle Differentialgleichungen und Markovprozesse

@ Zufallsmatrizen und Riemann’sche Zeta-Funktion
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Dirichlet-Problem

Sei D c RY abgeschlossen. Gegeben h: D — R, finde u so
dass

o

Au(x) =0 (x e D), u(x)=h(x) (x €9D).

Probabilistische Ldsung: Starte viele Teilchen in x und lasse
sie zufaliig wandern, bis sie den Rand erreichen. Der Mittelwert
Uber die Werte von h an den Positionen der Teilchen ist gleich
der Lésung u(x):

u(x) = E(h(X(79p))IX(0) = x)

wobei 75p = Zeitpunkt, an dem der Rand erreicht wird.
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Zufallige Matrizen

Die Verteilung der Eigenwerte von zufalligen Matrizen hat viele
erstaunliche Eigenschaften und wird seit einigen Jahren
intensiv erforscht.

Beispiel: Eigenwerte von zufélligen orthogonalen Matrizen sind
sind auf ||z|| = 1 viel gleichmassiger verteilt als reine
Zufallspunkte. Diaconis und Coram haben gezeigt, dass die
Nullstellen der Zeta-Funktion auf % + yi flr y gross die gleichen
Verteilungseigenschaften haben. Weshalb das so ist, weiss
man nicht.
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Anwendungen der Stochastik

“Es ist bemerkenswert dass eine Wissenschaft, die mit der
Untersuchung von Gllcksspielen begann, zur wichtigsten
Erkenntnis der Menschheit wurde.” (Laplace, 1812)

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik haben Anwendungen
in fast allen Gebieten, zum Beispiel

@ Nachrichtentechnik: Verschliisselung und Ubertragung
@ Finanz und Versicherung

@ Biologie: Evolution, Genetik, Neurowissenschaften

@ Unsicherheiten in deterministischen Modellen

@ Zufallige Algorithmen fur deterministische Probleme
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Unsicherheit in Klima-Projektionen

Aus dem 4. Bericht des “Intergovernmental Panel on Climate
Change” (IPCC)
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Terminologie im 4. Bericht des IPCC

Die Balken in der vorangehenden Figur geben den “likely
range” der Erwarmung an. Dies ist wie folgt definiert

“Where uncertainty in specific outcomes is assessed using
expert judgment and statistical analysis of a body of evidence
(e.g. observations or model results), then the following
likelihood ranges are used to express the assessed probability
of occurrence: virtually certain > 99%; extremely likely > 95%;
very likely > 90%; likely > 66%; more likely than not > 50%;
about as likely as not 33% to 66%; ...
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Primzahltest von Solovay und Strassen (1977)

Ist N prim ?
@ Bestimme das grdsste 2k welches N — 1 ohne Rest teilt.
@ Wahle ein a zuféllig aus {1,2,...,N—1}.
Falls aV=1 - 1( mod N), Output “N ist zusammengesetzt”.
@ Fir 1 <j < k mache das Folgende:
Wenn a(N-"1/2-£ +1(mod N), dann Output “N ist
zusammengesetzt”.
Wenn alN-1/2 = _1(mod N), dann Output “N ist prim”.
@ Output “N ist prim”.
Falls N prim, Output immer korrekt. Falls N zusammengesetzt,
dann Output korrekt mit Wahrscheinlichkeit > 3/4.
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Das Damenproblem (E. Welzl, D-INFK)

Platziere n Damen auf einem n x n Schachbrett, ohne dass
sich zwei Damen bedrohen.

Deterministischer Algorithmus: Platziere die Dame in jeder
Zeile auf dem ersten freien Feld, das noch nicht versucht
wurde. Wenn kein Feld mehr frei ist, gehe so weit zurilck, bis
ein weiteres Feld moglich ist.

Zufalliger Algorithmus: Wie oben, aber mit zufalliger Wahl aus
den freien Feldern.

Aufwand bei zufélligem Algorithmus ist viel kleiner.
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Nach dem Studium

Stochastik ist wichtig fir viele Berufskarrieren
@ Gymnasialer Unterricht
@ Banken und Versicherungen
@ Pharma-Industrie
° ..
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Ziele dieser Vorlesung

@ Erste Einfihrung, Grundlage fur weiterfihrende
Vorlesungen (siehe Wahlfachvorstellungen)

@ Beginn mit diskreten Modellen, die keine fortgeschrittenen
mathematischen Methoden benutzen.

@ Fodrderung der Intuition fur die Wirkung des Zufalls.

@ Keine systematische Behandlung der Masstheorie, aber
Hinweise, wo und wie diese ins Spiel kommt. Anhang fir
Interessierte.

@ Gemeinsamkeiten und Unterschiede von
Wahrscheinlichkeit und Statistik aufzeigen.

@ Verwendung der Software R zur lllustration.
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