
Beweis des Hauptsatzes für Linienintegrale

Hauptsatz für Linienintegrale (2d-Version): Sei F ein stetiges Vek-
torfeld auf R ⊂ R2 und C ⊂ R eine glatte orientierte Kurve von A nach B,
mit A,B ∈ R. Dann gilt: Das Vektorfeld F ist konservativ dann und nur
dann wenn das Linienintegral von F wegunabhängig ist d.h.

∃φ : R→ R,F = ∇φ ⇐⇒
∫
C
F · dr = φ(B)− φ(A)

Wir haben in der Vorlesung schon gesehen, dass wenn F konservativ ist,
das Linienintegral wegunabhängig ist (folgt in Wesen aus der Kettenregel).
Wir werden hier die andere Richtung zeigen, d.h. wir werden, wenn das
Linienintegral wegunabhängig ist, zeigen wie man das Potential konstruiert.

Beweis: Wir werden nun eine Funktion φ konstruieren, so dass F = ∇φ.
Wähle einen Punkt (a, b) ∈ R und setze

φ(x, y) :=

∫ (x,y)

(a,b)
F · dr

Da wir voraussetzen, dass das Linienintegral wegunabhängig ist, ist die
Funktion φ wohl-definiert. Wir wählen nun den Weg C = C1∪C2 illustriert
in Abbildung 1, beachte dabei, dass der zweite Teil vom Weg horizontal
verläuft.

Also,

φ(x, y) =

∫ (x,y)

(a,b)
F · dr

=

∫
C1

F · dr +

∫
C2

F · dr

=

∫ (x1,y)

(a,b)
F(r1(t)) · r1′(t) dt+

∫ (x,y)

(x1,y)
F(r2(t)) · r2′(t) dt

wobei das erste Integral unabhängig von x ist und das zweite Integral um-
geschrieben werden kann, mit Hilfe der Parametrisierung r2(t) = (x1 + t, y)
mit 0 ≤ t ≤ x− x1 und somit r′2(t) = (1, 0), zu∫ x−x1

0
F1(x1 + t, y) dt =

∫ x

x1

F1(ξ, y) dξ
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Abbildung 1: Ein spezieller Weg C im Bereich R

wobei wir die Substitution ξ = x1 + t durchgeführt haben. Betrachte jetzt
die partielle Ableitung von φ nach x

∂φ

∂x
(x, y) = 0 +

∂

∂x

∫ x

x1

F1(ξ, y) dξ = F1(x, y).

Analog kann man zeigen, dass ∂φ
∂y (x, y) = F2(x, y) und somit ist φ ein

Potential von F und das Vektorfeld also konservativ und damit ist der Satz
bewiesen.

�


