Mathematisches Denken
Studiengang Architektur HS 2011

Ubungsserie 2

Abgabe der (z.T. mit dem TR) gelosten Aufgaben: Freitag 25. November 2011 in der Vorlesung

1. Die Punkte A(2,0,0), B(0,6,0), C(0,0,4), O(0,0,0) legen eine Pyramide mit der dreieckigen
‘Grundfliche’ ABC fest. Die Seitenflichen sind rechtwinklige Dreiecke!

a) Skizzieren Sie die Pyramide ABCO in ein rdumliches Koordinatensystem.

b) Berechnen Sie zu jeder Dreiecksfliche den nach aussen gerichteten Normalenvektor:
1 = O0C x OB, 115 = OA x OC, i3 = OB x OA, fig = AB x AC.

c¢) Fiir den Flacheninhalt F eines beliebigen von zwei Vektoren @ und b aufgespannten Dreiecks
gilt: F' = £|a@ x b|. Begriinden Sie kurz diese Formel.

d) Berechnen Sie mithilfe von (b), (c) die Flacheninhalte F, F», F3 der drei Seitenflachen und
jenen, Fg, der Grundfliche und zeigen Sie, dass der rdiumliche Satz des Pythagoras
gilt: F! 12 + F22 + F. 32 =F C%‘ (Der raumliche Satz des Pythagoras gilt allgemein fiir eine Pyramide mit

dreieckiger Grundfliche, deren Seitenflichen rechtwinklige Dreiecke sind.)

2. Ein Wasserstrahl wird von einer Diise (Koordinatenursprung) schriag zum horizontalen Boden
(x-Achse) ausgestossen. Der y-Wert entspricht der Hohe tiber dem Boden, der Luftwiderstand
wird vernachléssigt. Die Parameterdarstellung fiir die Bahnkurve eines Wasserteilchens mit der
Zeit t als Parameter ist gegeben durch: (Einheiten in Meter bzw. Sekunden, T' bezeichnet die Flugzeit)

: 2 2 0H) ot
v: [0,T] — R*, t — 7 (1) := (7.7t—5t2)

a) Berechnen Sie den Geschwindigkeitsvektor im Kurvenpunkt 7(¢) sowie im Punkt (0, 0).
b) Wie schnell und unter welchem Winkel (bez. der x-Achse) schiesst das Wasser aus der Diise?
¢) Bestimmen Sie die Koordinaten des hochsten Punkts der Bahn.

Viele Gartenarchitekten nutzen die Tatsache, dass Wasserstrahlen, die schrig nach oben aus einer Diise austre-
ten, eine parabelférmige Flugbahn aufweisen. Besonders eindrucksvolle Wasserspiele, die darauf basieren, kann
man in den Gérten der Alhambra (Figur 1) beobachten. Auch neuzeitliche Architekten nutzen solche Effekte.

)
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Figur 1 (Aufgabe 2) Figur 2 (Aufgabe 3)
3. Der Kreiskegel S mit Spitze O in Figur 2 entsteht, wenn man eine Stange, welche stets durch
O geht, am horizontalen Kreis £ mit Mittelpunkt in (0, 0,2) und Radius 1 entlangfiihrt.
a) Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung der Flache S mit den Parametern ¢ und ¢.

b) Was fiir Kurven sind die ¢-Linien? (Genaue Angabe der wesentlichen Elemente)
Wie lautet die Parameterdarstellung der ¢ -Linie zu ¢ = 0.57

¢) Was fiir Kurven sind die ¢-Linien? Wie lautet die Parameterdrst. der ¢-Linie zu ¢ = 07

Bitte wenden!
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4. Durch die folgende Parameterdarstellung wird eine Flache S beschrieben
tcosp
St (pt) 7T (p,t) = | tsing (0<p<2r,0<t<00)
cost

a) Skizzieren Sie in einem rdumlichen Koordinatensystem die ¢-Linien zu ¢ = 0 und ¢ = 7.
Um was fiir Kurven handelt es sich?

b) Skizzieren Sie in das gleiche Koordinatensystem die ¢-Linien zu ¢ = 0 (Sonderfall), t = 7
und t = 27. Was fiir Kurven sind die ¢-Linien? (Genaue Angabe der wesentlichen Elemente)

c¢) Skizzieren Sie nun die Fléche S durch ein angedeutetes Netz von ¢- und ¢ -Linien.

5. Figur3 zeigt die Viviani-Kurve benannt nach ihrem Entdecker VINCENZO VIVIANI (ital.
cos?t
Mathematiker, 1622-1703). Sie ist gegeben durch v : [0,27] — IR?, t — 7(t) := | sint cost
sint

a) ‘Erraten’ Sie die t-Werte und den Punkt Z, in dem sich die Kurve selbst durchdringt.

b) Zeigen Sie, dass ein allgemeiner Kurvenpunkt 7(¢) vom Koordinatenursprung den Abstand
1 hat. (D.h. der Kurvenpunkt liegt auf der abgebildeten Einheitskugel K! Ahnlich lisst sich zeigen, dass
der Kurvenpunkt auch auf dem abgebildeten Zylinder mit dem Radius % liegt. Damit ist gezeigt, dass die
oben gegebene Viviani-Kurve als Schnittkurve von Kugel K und Zylinder aufgefasst werden kann.)

c¢) Skizzieren Sie sorgféltig Grundriss 7' und Seitenriss 4 (Projektion auf die (z,z)-Ebene) der
Kurve 7. (Umriss der Einheitskugel K und jeweilige Koordinatenachsen als Orientierungshilfe eintragen)
Um was fiir eine Kurve handelt es sich bei 47 (Rechnerische Begriindung)

d) Zeigen Sie, dass die Kurve « sich im Punkt Z rechtwinklig durchdringt.

Wasserwellen
Figur 3 (Aufgabe5)
—%R 0 toR cos pq —Rsin g
6. Vektorprodukttraining: Berechnen Sie: (a) 0 x| R| (b) | toRsingy | x| Rcosgy
h
o= 0 0 h

N

T

Berechnen Sie ferner § x ¢, wobei § die Ableitung von 7 (¢,t) nach ¢, und ¢ die Ableitung von

tcos 2cos
7 (¢, t) nach t bedeutet, fir (c) 7(p,t) = | tsing | und (d) 7 (p,t) = t
120 2 + 2sin

Bitte wenden!
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