Ein Beweis des Satzes von Stokes fiir einen
Spezialfall

Satz von Stokes: Sei S eine glatte orientierte Fliche in R® mit glattem
geschlossenem Rand C = 0S5, dessen Orientierung konsistent ist mit der-
jenigen von S. Sei ¥ = (F1, Fy, F3) ein Vektorfeld, dessen Komponenten
stetige erste partielle Ableitungen haben auf S. So gilt
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Wir werden diesen Satz beweisen fiir den Spezialfall, wo S gegeben ist als
Funktionsgraph. Wir brauchen dabei die Zirkulationsvariante des Satzes
von Green, d.h. Green I:

Satz von Green I: Sei C eine einfache geschlossene glatte, im Gegenuhr-
zeigersinn orientierte Kurve, welche ein zusammenhdngendes und einfach-
zusammenhdingendes Gebiet R in der Ebene begrenzt. Sei G = (G1,G2) ein
Vektorfeld mit stetigen ersten partiellen Ableitungen auf R. So gilt

74 G- dr— f GL(r(t) - /(1) + Galr(t)) - ' (1)) dt

(-5

Beweis Spezialfall Stokes: Sei S der Graph der Funktion z = f(z,y) de-
finiert {iber einem Gebiet in der zy-Ebene. Sei C' = 35S der Rand von S und
seien R und C” die Projektionen von S und C auf der xy-Ebene. Orientiere
C’ im Gegenuhrzeigersinn und verwende dies auch als die Orientierung von
C selber.

Sei C' parametrisiert durch r(t) = (x(t), y(t), f(x(t),y(t))) so gilt (mit Hilfe
der Kettenregel)

r'(t) = (2'(t), 5 (1), fo(a(t),y(1) - 2 (t) + fy (=), y(t)) - ¥/ (1))



und somit lautet das Linienintegral im Satz von Stokes
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Fi(r(t)) - 2'(t) + Fa(r(t)) -/ (t)

+ B5(r(t) - (fola(t),y(0) - 2'(t) + fy(=(t), y(t)) - /(1)) dt
(F1(r(t) + Fa(r(t)) - fo(x(t),y(1))) - ' (t)
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+ (Fa(r(t) + Fs(r(t)) - fy(x(t), (1)) -/ (¢) dt.
Dieses letzte Integral passt genau ins Setting des Satzes von Green, wobei
Gi(r(t) = Fi(r(t)) + F(r(t)) - fo(z(t), y(t)),

Ga(r(t)) = Fa(r(t)) + Fa(r(t)) - fy(x(t),y(1)).
Beachte, dass aus der Kettenregel (und Produktregel) folgt, dass
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Also gilt nach Anwendung des Satzes von Green
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Betrachten wir nun die andere Seite der Gleichung im Satz von Stokes:
Verwende fiir die Fliache S folgende Parametrisierung

I'ZRCR2 HRg : (-’E,y) — (x,yvf(xvy))’

so sehen wir, dass Folgendes gilt:
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was nach Ausmultiplizieren des Skalarprodukts genau der Gleichung (1)
entspricht und damit ist dieser Spezialfall vom Satz bewiesen. |



