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a) Gauss-Algorithmus:

1 2 -5 -1 2 1 2 -5 -1 2
2 7 -8 -1 -1 — o 3 2 1 =5
-1 -8 1 1 9 0 -6 -4 0 11
1 2 -5 -1 2
— 03 2 1 =5
00 0 2 1

Die erste, zweite und vierte Spalte konnen dabei als Pivot-Spalte betrachtet werden. Anstatt
der zweiten Spalte kann aber auch die dritte Spalte genommen werden und anstatt der vierten
Spalte die fiinfte Spalte. Daher sind zum Beispiel

¢

2 1
2o 1.1 71.|-1
L \-1 ~8 1)
4 _5 _1 3\
21, =8|, |-1
[\ -1 1 1)
(/1 2 2\ )
21,1 71.|-1
L \-1 -8 9/

verschiedene Basen von R?, die aus drei der gegebenen Vektoren bestehen.

b) Gemiss der Rechnung in a) ist der Rang von A gleich 3, somit gilt Bild A = R3. Zum
Beispiel ist somit

eine Basis von Bild A (siehe a)).

Fiir die Bestimmung einer Basis von Kern A beachte man, dass bei der Losung des Glei-
chungssystems Az = 0 die Variablen x3 und x5 als freie Parameter betrachtet werden konnen
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(siehe Zeilenstufenform). Riickwiirtseinsetzen liefert somit die Basis

( 37
19 -5
11
_9 u
31, 0
0 -1
0 2
\ /
von Kern A.
Nach a) gilt Rang A = Rang AT = 3. Somit ist der von den Spaltenvektoren von AT

erzeugte Unterraum von R® dreidimensional. Daher miissen die drei Spalten von A" linear
unabhiéngig sein und eine Basis dieses Unterraums bilden. Eine gesuchte Basis ist also

( )

2 -1
2 7 -8
5,181, 1
-1 -1
L\ 2 -1 9/ )

Die Zahl 4 ist genau dann ein Eigenwert von A mit geometrischer Vielfachheit 2, wenn
dim Kern (A — 413) = 2 gilt. Das ist dquivalent zu Rang (A — 4I3) = 1. Der Gauss-
Algorithmus liefert:

0 0 0 2 o 1
A-4l;3; =2 -3 1| — |0 =3—a O
2 o 1 0 0 0
Der Rang dieser Matrix ist genau dann 1, wenn o« = —3 ist. Somit gilt o = —3.

Variante: « so bestimmen, dass 4 mindestens eine doppelte Nullstelle des charakteristischen
Polynoms von A ist. Dann argumentieren, warum fiir dieses « die geometrische Vielfachheit
des Eigenwerts 4 gleich 2 ist.

Bestimmung der Eigenwerte von A fiir « = —3:

det(A — \3) = =A4-NA=-NB-X)+3)

5\
= (A=A -6A+8)=(4-N*2-2)=0

Somit sind 2 und 4 die Eigenwerte von A.

Siehe nachstes Blatt!



Bestimmung des Eigenraums zum Eigenwert 4:

0 0 010 2 =3 11/0
2 -3 1/0f—1]10 0 0]0
2 =3 110 0 0 00
~1 3\ )
— FE, = span 01,12
2 0/
Bestimmung des Eigenraums zum Eigenwert 2:
2 0 0 10 0]0
2 -1 110 f—1]10 -1 1]0
2 -3 3]0 0 0 00
0
—> F5 = span 1
1

Gemiss dieser Berechnung der Eigenvektoren gilt D = T AT fiir

-1 3 0 4 00
T=]10 21|, D=0 40
2 01 00 2
Fiir o« = 5: Eigenwerte 0, 4 und 6, Eigenrdume:
( 0 )
Ey = span 1 >
-1
\ Vs
( _1 3\
E, = span 0
2

Eg = span

0 ~1
< 1], o >:2#Q
1 2

daher steht F5 nicht orthogonal auf E,. Daher gibt es keine orthogonale Eigenbasis von A,
d.h. T" kann nicht orthogonal gewihlt werden.

¢) Es gilt
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3. a) Sei
)\1]91 + /\2])2 + /\3p3 — /\11’3 + /\2([L’2 + Ig) + /\3(1173 — 132 + 2) =0
fiir A1, A2, A3 € R. Dann folgt
(/\1 + /\2 + )\3)1’3 + (/\2 - /\3)1’2 + 2A3 = 07
mit Koeffizientenvergleich also
2 3 = 0,
/\2 - /\3 - 0,
)\1 + )\2 + )\3 = 0

Die erste Gleichung impliziert A3 = 0, die zweite Ay = A3 = 0 und die dritte \; = —X\y —
A3 = 0. Darum sind py, po, p3 linear unabhingig.

Variante: Zeigen, dass die Koordinaten von p;, po, ps beziiglich der Basis 1, , 22, 23 linear
unabhiingig sind (Rangbestimmung mit Gauss-Algorithmus).

b) Wegen

ist der erste Basisvektor durch

gegeben.

Zweiter Basisvektor:

1/t 1 9
o= [ [ @ gty = YT
2J4 2 ), 2 7

1
VT
ca = p2 — (p2,b1)by = 2?4+ 2% — 2 = 2P

1! 1
<02,C2>:§/_ 934‘137:3

1

by 2 _ /52

(ca, c2)

Dritter Basisvektor:

72 1
(ps,b1) = \/_/ (z* — 2* + 2)2° d:p_g ?:W
V5 V5 [ 2 4 1 25
b 2 N 2dr =22 (242 = =
P ba) = 5 71< S = <5+3> VA
2 3 2 102 102
63:p3—<p3,b1>bl <p3,52>b2 (SE - +2)—:c —(—ZL’ —1—3913)22—?9(:
1t 40 100 40 20 16
- g2y oA gy 2 D
(c3,c3) 2/1( 3:13—1—990):70 st 5 =%
by =——> _3 0
<03703> 2 2

Siehe nachstes Blatt!
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Bestimmung der Eigenwerte von A:

5—A —18

det(A — AL) = det
et( 2) e(s —10—

>:(5—>\)(—10—>\)+54
= A 45A+4=\+1)A+4) =0

3
Die Matrix A hat also die Eigenwerte —1 und —4. Zugehorige Eigenvektoren sind <1> bzw.

2
<1> . Somit gilt T~*AT = D fiir

() oo ()

und nach der Variablentransformation y(¢) = T'z(¢) ist das System von der Form Z = Dz, es
gilt also Z; = —z; und Z; = —4z,. Dieses (entkoppelte) System hat die allgemeine Losung

) apsint + ag cost

2(t) = .
by sin(2t) + by cos(2t)

Somit erhalten wir die allgemeine Losung

(t)

<

=Tz(t) = (a1 sint + as cost) (?) + (b1 sin(2t) + by cos(2t)) (?)

des urspriinglichen Systems.

0
Die Anfangsbedingungen y(0) = <2> eingesetzt in die allgemeine Losung liefern die Glei-

chungen
3as +2b = 0,
as+by = 2,
die as = —4 und b, = 6 implizieren. Die allgemeine Losung abgeleitet ist gleich

y'(t) = (ay cost — agsint) (?) + (2by cos(2t) — 2by sin(2t)) <i> :

1
Darum liefern die Anfangbedingungen 3/ (0) = (O) die Gleichungen

3(11 -+ 4[?1 = 1,
ay + 2b1 = O,
diea; = 1lund by = —% implizieren. Somit lautet die gesuchte spezielle Losung

y(t) = (sint — 4 cost) (?) + (—% sin(2t) + 6 cos(2t)) (f)
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5. a) JF; ist nicht linear, weil 0 unter F; auf 1 # 0 abgebildet wird (darum gilt F;(0 + 0) #
F1(0) + F1(0)).

b) Es gilt
Fo(p(z) +q(r) = z-(p+q)(x)+(+q1) =z ¥ (z)+¢(x) +p1)+q(1)
= x-p'(z) +p(1) +z-d () +q(1) = Fao(p(x)) + Fa(a())
und fir A € R
Fo(Ap(z)) =2 - (Ap)(z) + (Ap)(1) = A(zp'(x) + p(1)) = AFa(p(z)).
Darum ist > linear.

Fiir die Bestimmung der Darstellungsmatrix beziiglich der Basis {1, z, %, z3} beachte man,

dass
Fa(1) 1
Folr) = x+1
1?) = 227 +1

Faol
f2($3) = 3$3+1

gilt. Daher lautet die gesuchte Darstellungsmatrix

1 1 11
0100
0020
000 3
¢) Es gilt
Fs(A+B)=(A+B)+(A+B)! =A+ A" + B+ B' = F3(A) + F3(B)
und fir A € R

Fs(MNA) = (M) T = MAT = AF3(A).

Darum ist F3 linear.

Es gilt
Fs((88)) = (86),
A(83) = (1),
F5((98)) = (19),
F((81) = (83).
darum ist die Darstellungsmatrix von F3 beziiglich der gegebenen Basis gleich
2000
0110
0110
0 00 2




