Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra I1

Losung 1

1. a) Wir benutzen die Eigenschaft der Determinante, die besagt, dass die Determi-
nante eines Produktes gleich dem Produkt der Determinanten ist. Da ausserdem
det (X 1) = (det X) ! gilt, erhalten wir

-1
2 490\ [ 3 0\ (7 -2\ [ 2 490\ /2 -1
det(A) = det ((—SW 3507) (200 5) (3 0 ) (—SW 3507) (3 1 )>
30 7T -2 2 -1
= det (200 5) det (3 0 ) det <3 1 )

b) Wiederum benutzen wir, dass die Determinante mit Produkten vertauscht, also

J=3 J=3 )

det(B) = det ; . = det | - .

(5) (jl_[g ((] +3)? 2])) ].1_[3 ((J +3)* 2j

det ( J=3 j2) = det (_3 0) =0
. 2 . -_ p—
(j+3)* 25 =0 9 0

ist, verschwindet ein Faktor und somit ist das ganze Produkt gleich 0. Also ist

det(B) = 0.

Da

¢) Wir ziehen den Faktor 2 aus der ersten Zeile und erhalten

1 3 9 27

1 -1 1 -1
det(C) = 2 - det 1 5 95 195

1 2 4 8

Mit der Formel fiir die Vandermonde Determinante berechnen wir
det(C)=2- [ (ty—t) mitty =3ty=—1t3=51t5=2
1<i<j<4
=2 (ty —t3)(tg — ta)(ts — t1)(ts — ta)(t3 — t1)(ta — t1)
=2.(=3)-3-(=1)-6-2-(—4)
= —864.

Bitte wenden!



d) Die erste Zeile von D ist das Doppelte der letzten Zeile. Somit sind die Zeilen
linear abhéngig und die Matrix D ist nicht invertierbar. Dies bedeutet aber gerade,
dass det(D) = 0 ist.

2. a) Wir berechnen

24323 -2 0 33 7 =2 7
w () (0 0) e ()

=z*—2-14=2*—16.

Gesucht sind also alle x € C mit 2* = 16. Wirerhalten v, = 2,190 = —2, 253 = 2i
und x4 = —21.
Bemerkung: Es gilt zu beachten, dass im Allgemeinen det(X + Y) # det X +
det Y gilt. Mit

2t +322 -2 0 —3x3 7
X—( 9 O) und Y—(O 1)

erhalten wir zum Beispiel

det X +detY =0+ (—32%) = =32 # 2* — 16 = det(X +Y).

b) Es gilt
Zweite Zeile = 3 - (Erste Zeile) — 2 - (Vierte Zeile).

Somit sind die Zeilen linear abhéngig. Folglich ist die Matrix nicht invertierbar,
hat also Determinante O fiir alle z € C.

3. Die dritte Zeile ist durch 5 teilbar. Somit haben wir

30 -7 2 3 0 -7 2
4 1 6 3 4 1 6 3
det | o 10 0 100| =2 5 o g 20
5 -2 0 10 5 -2 0 10

Da die Koeffizienten der Matrix auf der rechten Seite in Z liegen, ist auch die De-
terminante dieser Matrix eine ganze Zahl. Somit ist die rechte Seite ein ganzzahliges
Vielfaches von 5, also durch 5 teilbar.

1 2 ... n
o(l) o(2) ... o(n)

dem Rezept berechnet werden: Man vertausche die beiden Zeilen und ordne die

4. a) Die Inverse einer Permutation o = < kann nach folgen-

Siehe nachstes Blatt!



Spalten so an, dass in der ersten Zeile wiederum die Zahlen 1,2, ..., n in genau
dieser Reihenfolge stehen. Wir erhalten

(1 2 3 4\ (1
o 423172 7 T4
(1234
und 7 —(31247&77.

b) Die gesuchten Verkniipfungen sind

(1234 [
7e7=11 3 2 4) T°797 {1
(1234 [
7eNn=19 3 4 1) "1°9= 4

1 2 3 4
und goTon={a 5 1 4/

Insbesondere gilt also im Allgemeinen oy o o5 # 03 © 07.
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e Der Wechsel zwischen Permutation o € S,, und Permutationsmatrix P, € M, ,,(K)
erfolgt mit der Formel

PO' = (eo(l)a cee 760(11)) )
wobei e; der j-te Einheitsvektor ist.

e Das Signum wurde in der Vorlesung definiert als die Determinante der dazuge-
horigen Permuationsmatrix. Diese kann beispielsweise berechnet werden durch
Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte.

100
a)P,=[010]=1,
00 1

Da die Determinante einer Einheitsmatrix immer 1 ist, erhalten wir

sgn(oq) = det(13) = 1.

b) P, =

o O O o~ O
[l ell S =]
SO = O OO
S o= OO oo
_— o O O oo
S OO o oo
S OO oo

000 010

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile erhalten wir

o9 = det(P,,) = 1-det(1lg) = 1.

Bitte wenden!



¢c) P,, =

o O = O
o= O O
o O O
o O OO
_— o O O

00010

Durch wiederholtes Entwickeln erhalten wir

o3 = det(P,,) = 1-det =1-1-det [0 0 1
? 00 01 01 0
0010

01
—1-1-1-det( O)——l.

& o —id (123456789 10
PS50 1 23456 78 9 10

Wie in Aufgabe a) erhalten wir

—_

sgn(op,) = det(P;) = det(1y) = 1.

123 4
e on={y9 1 34

Entwickeln nach der ersten Zeile (oder der ersten Spalte) liefert

0
sgn(op,) = det(FPs) = (—1) - det 0] =-1.
1

S O =
o = O

1 2 3 ... n—2 n—1 n
D op,, = .3 2 1

n n—1 n-—2

n“—n

Wir zeigen per Induktion, dass sgn(op, ) = det(Ps,) = (—1) = ist:

Fiir n = 1 stimmt die Aussage det(1) = (—1)°.

Nehme an, die Aussage gelte fiir jede solche Matrix von Grosse kleiner gleich
n—1. Wir berechnen mit Entwicklung nach der ersten Zeile und durch verwenden
der Induktionsannahme:

(n—1)2—(n—1>) n2—n
2

det(Ps,,) = (=1)"" det(Ps,, 1) = (—1)""(-1) =(-1) =



