Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra II

Serie 5

1. Der Satz von Cayley-Hamilton besagt Folgendes:
Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei f € Endg (V') ein Endomor-
phismus mit charakteristischem Polynom chary(t). Dann gilt chars(f) = 0.

a) Beweisen Sie den Satz von Cayley-Hamilton fiir diagonalisierbare Endomorphis-
men.
Loésung
Sei dim(V) = n < oo und f € Endg(V) diagonalisierbar. Nach Lemma 4.3.9
gibt es eine Basis B, so dass Mat (f; B, B) diagonal ist. Sei A := Mat(f;B,B) =
diag(a1, ag, ..., a,) die Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen aq,as, ..., a, € K.
Das charakteristische Polynom von f ist per Definition

chary(t) = det(tIdy —f) = det(tIdy —A) = det (diag(t — a1,t — az,...,t —ay))
=(t—a)(t—az) - (t—a,) =t"+cp1t" '+ ...+ it + ot (1)

fiir gewisse cg,c1,...,ch—1 € K. Werten wir dieses Polynom in f bzw. in A aus,
erhalten wir

charg(f) = A" + 1 A"V 4+ A+ ol
= diag(al + cn_la?_l +...FcarFeo, ... aFep a4+ cran + cp)

= diag(chary(ay), chars(az),...,charg(ay,)) = 0.

Die letzte Gleichheit folgt aus (1), da char¢(a;) = 0 gilt fiir alle ¢ € {1,2,...,n}.

b) Eine Matrix N € Maty, (C) heisst nilpotent, falls es ein k € Z>; gibt, sodass
N* =0 ist. Zeigen Sie, dass eine Matrix N € M,,,, (C) genau dann nilpotent ist,
wenn 0 der einzige Eigenwert von N ist (iiber C).

Losung

Sei N € M, (C) eine nilpotente Matrix und sei k € Z>; so, dass Nk = 0 ist.
Wir nehmen nun an, dass ein Eigenwert A # 0 von N existiert und wéhlen einen
dazugehorigen Eigenvektor v € C". Dann gilt per Definition, dass Nv = v
ist. Wir zeigen nun induktiv, dass fir alle [ € Z>; auch N lv = Mo gilt. Die
Induktionsverankerung steht bereits da. Wir nehmen also an, dass N~ tv = X =1y
gilt. Daraus folgt

Ny =N (Nlilv> =N ()\lflv) =\ (Vw) = M.

Insbesondere haben wir gezeigt, dass 0 = N*» = Mv. Da )\ nach Annahme
jedoch nicht null ist, folgt daraus, dass v = 0 ist. Dies ist ein Widerspruch, denn
Eigenvektoren diirfen per Definition nicht null sein. Somit haben wir gezeigt, dass
N nur den Eigenwert 0 hat.

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dass die Matrix N € Maty, (C) nur den
Eigenwert 0 hat. Aquivalent dazu koénnen wir sagen, dass das charakteristische



Polynom chary (z) = 2" ist. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt jedoch
chary (V) = 0, also in unserem Fall N™ = 0. Somit haben wir gezeigt, dass die
Matrix N nilpotent ist.

Sei K ein Kérper und V' = K" fiir ein n € Z>1. Wir definieren eine Funktion
b:VxV—K

durch
n

b(v,w) := E (V2i—1Wa; — VojWoi—1) = VW2 — VoW1 + ... + V2p—1W2p — V2 W2n—1,
i1

fir alle v = (Ui)lgiSQn und w = (wi)lgiSQn.
Zeigen Sie, dass b eine Bilinearform auf V ist.

Ist b symmetrisch?

Ist b alternierend (also b(v,v) = 0 fiir alle v € V)?

Loésung
Fiir alle v,v’,w,w’ € V und alle A € R gilt

b(Av + v/, w) =D ((Avaio1 + vh; 1 )wai — (Avg; + vh;)wa; 1)
=1

~

n n

A (vai1wai — vagwai1) + > (vhwai1 — v ws;)
i=1 i=1
Ab(v, w) + b(v', w)

und
n
b(v, \w +w') = Z (vai—1 (Awa; + wh;) — vai(Awai—1 + wh;_,))
i=1
n n
= A (vai 1w — vawai1) + > (vaswhy | — vai_qwhy;)
i=1 i=1

= A\b(v, w) + b(v,w’)

Dies beweist, dass b eine Bilinearform auf V' ist.
Die Bilinearform b erfiillt fir alle v, w € V:

(w2171U2i - w2z"U2i71) = —b(w, U)-

n
b(v, w) = Z (V2i—1w2; — V2Wa—1) = —
; —

=1 1=
. 1 2\ . o .
Fiir v = <2> und w = <1> gilt beispielsweise: b(v,w) = —3 # 3 = b(w,v). Also

ist b nicht symmetrisch.
Die Bilinearform ist alternierend, da b(v,v) = 0 gilt fur alle v € V.



b) Priifen Sie nach, dass die Funktion
b: Myn(R) x Mpn(R) — R, (A, B)— Tr(*A- B)

eine positive Bilinearform auf den R-Vektorraum M, ,,(R) definiert.

Loésung

Mit Linearitdt der Transponierten und der Spur erhalten wir fiir alle A, A1, As, B, B1, By €
M, »(R) und alle A € R:

b(AA; + Az, B) = Tr ("(AA1 + A2)B) = Tr ((\'A; +' Ag) B) = Tr (A A1 B +' A3B)
=ATr ("A1B) + Tr (*A2B) = Ab(A1, B) + b(Az, B)

und

b(A,AB1 + By) = Tr ("A(AB1 + Bz)) = Tr (A "ABy +" ABy) = ATr ("ABy) + Tr (*ABy)
= Ab(A, B1) + b(A, B).

Also ist b eine Bilinearform. Wir iiberpriifen Positivitéit wie folgt:
Zum einen miissen wir Symmetrie zeigen. Wir haben

b(B,A) = Tr(*BA) = Tr(*(*BA)) = Tr(*AB) = b(A, B) fiir alle A, B € M,, ,(R).
Ausserdem gilt fiir alle A = (a;;)1<ij<n € Mpn(R):

b(A,A) =Tr (PAA) =D (F44), = > ("A)iA;i= Y al; > 0.
=1 1,j=1 i,0=1

Dies beendet den Beweis.

a) (Parallelogrammidentitét)
Sei (V, (-,-)) ein Euklidischer Raum. Zeigen Sie

Jo +w|* + [[v — w|[* =2 (|[v]|* + |[w]|?) fiir alle v,w € V.

Loésung
Wir haben fir alle v,w € V:
v+ w|* + |Jv —w|* = (v +w,v +w) + (v —w,v—w)
= (v,v) + (w, w) + 2(v,w) + (v,v) + (W, w) — 2(v,w)
= 2|[o][* + 2[jw][*.

b) (Polarisationsformel)
Sei (V|| - ||) ein normierter Raum, in dem die Parallelogrammidentitdt gilt. Zeigen
Sie, dass

1
(v, w) = 5 ([lo +wl[* = [[o]l* = [|w]l*)

ein Skalarprodukt auf V definiert, das die gegebene Norm induziert.

Losung

Wir iiberpriifen, dass alle definierenden Eigenschaften eines Skalarprodukts erfiillt
sind:



i. (v,w) = (w,v) fiir alle v,w € V gilt direkt nach der Definition.

ii. (v,v) =% (||2v]|* = 2|Jv]|?) = ||v||* ist immer > 0; und = 0 genau dann, wenn
v = 0 ist. (Hier benutzen wir die Eigenschaften einer Norm.)

iii. Wir miissen noch die Linearitét zeigen. Da wir nach (i) Symmetrie haben,
gentigt es, Linearitat im ersten Argument zu zeigen, also (v1+ve, w) = (v, w)+
(vg,w) und (A\v,w) = A(v,w) fir alle v,v1,v9,w € V und A € R. Mit der
Parallelidentitét erhalten wir

[lor + vz + wl]? + [Jor + v2 = w||* = 2 (|lvr + v2|[* + [Jw][?) (2)
o2 +w + v1]* + [Juz + w = vi|* = 2 (|lv2 + wlf* + ||va][*) (3)
o1 = w + va|[* + [Jor — w = va|* = 2 (|l = wlf* + ||v2][*) (4)

Mit (1) + (2) - (3) erhalten wir

2o +v2 +wll* = 2 ([Jor + 2l P + [Jwl[* + [Joz + wl|* + [Jor] [ = [Jor = w]|* = [|v2][?)

=2 (Jvr + v2|]* + [Jv1 + w|* + [Jvz + w|* = |Jo1]]> = [Jva| | = ||w][?),

wobei wir wiederum die Parallelidentitiit, nimlich |jv; — w|[? = 2||v1]|* +
2||w||* — ||v1 + wl||?, benutzt haben. Daraus folgt nun wie gewiinscht

(o1 +v2,w) = 5 (llvr + vz + wl|? = [[or +vaf[* — [Jw]]?)

(Ilor + w|* = [Jo1]|* = [Jw]]* + [Jvg + w|* = [Jva]|* = [Jw]]?)
= (v1,w) + (ve, w).

Wir miissen noch zeigen, dass (Av,w) = A(v,w) fiir alle v,w € V und alle
A€ R gilt:

Zunéchst wissen wir, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n € Z>q gilt (nv, w) =
(v+...+v,w) = (v,w) + ...+ (v,w) = n(v,w).

Fiir alle n € Z>¢ und alle m € Z>1 erhalten wir

n{,y) = nfm—,y) = m(-z,y)

und somit (x,y) = - (x,y). Die Aussage gilt somit fiir alle rationalen Zahlen.
Da die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen, sich also jede relle
Zahl A € R durch eine rationale Zahl - € Q approximieren lésst, folgt das
Gewlinschte.

Wir miissen noch priifen, dass dieses Skalarprodukt tatséchlich die gegebene Norm
induziert. Wir haben

1
(v,0) = 5 (Aol = |lol[* = [[vll*) = [0l

Also ist ||v]| = v/ (v, v), was den Beweis beendet.



4. Sei V :={f : [0,27] — R stetig} der Vektorraum der reellwertigen stetigen Funktionen
auf [0, 27]. Priifen Sie, dass
1 2w

(f,9) = 5= f(z)g(z)dx

:27T0

ein Skalarprodukt auf V' definiert.
Zeigen Sie ausserdem, dass die Menge {c¢p, S | 7 > 0,m > 1}, wobei

col®) =1 , cp(x):=v2cos(nz) firn>1 und sp(z) = v2sin(ma) fir m > 1

eine orthonormale Teilmenge von V ist.

Lo6sung
Zur Uberpriifung des Skalarprodukts:

(a) Symmetrie gilt, da f(x)g(x) = g(x)f(x) ist.
(b) Linearitéat folgt aus der Linearitéat des Integrals.

(c) {f,f) > 0 gilt, da ein Integral mit positivem stetigem Integrand immer positiv
ist. Genauer haben wir die folgende Abschétzung:

1 2 5 1 5 2 5
= — dr > — mi : 1ldr= mi > 0.
2 Jo f(x> v= 27 :EEH[%)I,IQIW] f(-%') /0 v zér[(l)l,glﬂ f($) B

(f: 1)

(d) (f,f) = 0« f = 0: Die Implikation von rechts nach links ist klar. Fiir die
andere Implikation, nehmen wir per Widerspruch an, es gébe ein z € [0, 27] mit
|f(x)] > € > 0. Wegen der Stetigkeit von f gibt es eine Umgebung von z in
[0, 27], auf der f grosser gleich €/2 ist, also es existiert ein 6 > 0 so, dass fiir alle
y € (z—9,z+9) gilt: [f(y)| > €/2. Somit erhalten wir

2 z—0 z+0 2
f@lde= [ j@Pdor [ p@ldet [ faps
0 T )

-0 T+
>0 >0

€2 de?
>20— =—>0
=0T 7

0

was den gewiinschten Widerspruch ergibt.

Wir priifen nun die Orthonormalitét:

Da Kosinus und Sinus 27- periodisch sind, sieht man, dass die Funktion ¢y = 1 orthog-
onal zu allen anderen ist. Ausserdem ist sie trivialerweise normiert.

Die {ibrigen Orthonormalitétsrelationen iiberpriifen wir mit Hilfe von Additionstheo-
remen wie folgt. Fiir alle n,m € Z>1 berechnen wir

2T 2T
(CpyCm) = % /0 2 cos(nz) cos(max)dx ! cos((n —m)z) + cos((n + m)z)dx

n—m n+m

. . 2
1 % [sm((n_—m)r) + Sln((n—i-m)ﬂﬁ)} . =0 fur n 7'5 m

= . 2m
2 = 02” 1dzx+ 5= fo27r cos(2nz)dr = 1+ 5= [Smglm)}o =1 firn=m




1 2 2
(Sny Sm) = 2/ 2 sin(nx) sin(ma)d / cos((n —m)z) — cos((n + m)x)dx
T Jo

1 [sin( n—T;n)x) . sm((n—&-m)x)]z —0 fiirn 7& m

_ 27 n— n+m
= . 2m
= OQW ldz — & f027r cos(2nz)de =1 — 5 [Sm(zim)]o =1 firn=m
1 2m 2m
(SnyCm) = 2/ 2sin(nz) cos(max) / sin((n —m)z) + sin((n + m)x)dx
T

1 [—cos((n m)x) + —cos((n—i—m)x)}o —0 fiir n#m

— 2 n—m n-+m

O+2ﬂf sin(2nz)dr =0 firn=m

5. Seien fi, fo und g stetige reell-wertige Funktionen auf einem gegebenen Intervall [a, b]
(mit @ < b). Sei zudem g > 0. Zeigen Sie die folgende Ungleichung;:

‘/ fi(z) fa(x (/ fi(x x)dx> </abf2(x)zg(x)dx>.
Lésung

Die Idee ist es, die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir positive Bilinearformen anzuwen-
den. Wir betrachten den R-Vektorraum

V:={f:[a,b] — R stetig}

und definieren darauf die Bilinearform

b
b(fr, o) = / £1() fol)g () da

Die Bilinearitdt der Funktion b folgt aus der Linearitdt des Integrals. Somit ist b
tatsédchlich eine Bilinearform. Wir miissen noch priifen, dass b positiv ist: Fiir alle

feV gl
/f 2)dz > 0,

da der Integrand nicht-negativ ist. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung besagt, dass
b(v, w)* < b(v,v)b(w,w) fiir alle v,w € V.

Fir f1, fo € V erhalten wir also

‘/fl ) f2(2)g(x)d

|b(f17f2)’ (fhfl) f27f2)

- (/ff1< o) ([ statne)




6. Betrachten Sie den Euklidischen Raum (R?, (-,-)), wobei (-,-) das Standardskalarpro-
dukt bezeichnet. Benutzen Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren,
um aus den folgenden gegebenen geordneten Basen geordnete orthonormale Basen zu
berechnen:

a)

[\

—_
|

N |

Losung
Wir wenden den Gram-Schmidt Algorithmus auf die geordnete Basis

) 0 3
(/0171)271)3) = 2 ’ 1 ) -7
-1 -1 1
an:
1 1 5
w1 ‘= = —F 2
ol N
0 ) -5
wh = vy — (w1, vo)wy = 1 ——wl— 1 —i 2 —i 8
2 - 3 p— =
1 10 1 10 _9
Wy 1= 1, wéziwézi 8
[|ws]| 170 V170 \ _g
3 —80
wg =3 — (w1, v3)w1 — (W, V3)we = —17 —0-wy — ﬁwg
= 37 + 5 85 _ 1 1;5 _ U 15
1 17 _9 17 55 17 _5
1 , 1 1
ws = = — —

Wao =
sl ™ V1 | s

(w1, wsy,ws) ist die gewiinschte geordnete Orthonormalbasis.

1 -2 0
b) 11,1 1], 3
0 1 -1
Lo6sung



1 -2 0

Seienvi = |1],vo=| 1 | undvg=| 3 |. Wir berechnen
1 -1
1
1
w1 Ui 1

"l V3

-3
wh = vy — (wy,ve)wy; = = | 3
2
T S N
2 = =—
lwall V22 \ 4
6 -1
wy = vy — {(wy,v3)wy — (wo, v3)we = — | 1
11
-3
wh 1 _11
w3 = = —
lwgll V11 \ _5

(w1, we,ws) ist die gewiinschte geordnete Orthonormalbasis.

7. Betrachten Sie R? mit dem Standardskalarprodukt. Gegeben sei eine Ebene durch die

Gleichung
20 —y+42=0.

Finden Sie eine orthonormale Basis dieser Ebene.

Loésung
Wir wahlen erst eine beliebige geordnete Basis von der Ebene und benutzen an-
schliessend Gram-Schmidt um daraus eine orthonormale Basis zu erhalten. Die beiden
Vektoren

1 2
vp=1|2 und vo=| 0
0 -1

liegen beide in der Ebene und sind linear unabhéngig. Somit ist (v1,v2) eine geordnete
Basis der Ebene. Mit Gram-Schmidt erhalten wir die geordnete orthonormale Basis



(w1, wy) mit

L(;
wp = ——=
V5 \o
1 8
w§:v2—<w1,v2>w1:5 —4
-5

Wy = ———
VIS

Beachte, dass je nach Wahl der geordneten Basis (v1,v2) eine andere ONB (wq, ws)
herauskommt.



