Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra II

Serie 6

1. Sei V = {p(x) = cs2® + cox® +c17+co | ¢; € R} C R[z] der Vektorraum der Polynome
mit reellen Koeffizienten von Grad kleiner gleich 3. Sei B = (p1, p2, p3, pa) C V definiert
durch

pix) =2 poz)=a22+2 p3z)=2+2c+1 py(z)=2+22+2.

a) Verifizieren Sie, dass B eine Basis von V ist.
Losung
Wir schreiben B in Koordinaten beziiglich den Monomen z* und stellen diese
(Spalten)-Vektoren als Matrix dar:
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Die Vektoren in B bilden genau dann eine Basis, wenn sie linear unabhéngig sind,
was wiederum genau dann passiert, wenn B invertierbar ist — und damit dquivalent
ist zu det B # 0. Wir rechnen und bekommen det B = 3. Somit bildet 5 eine Basis.

b) Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren sowohl auf die Standardbasis £ = (1, z, 22, 23)
als auch auf B beziiglich dem Skalarprodukt

1
rq) = / ple)a(e)ds

an, um orthonormale Basen € und B zu finden. Priifen Sie nach, ob ihr erhaltenes
Resultat tatsdchlich stimmt.

Losung
Der Gram-Schmidt Algorithmus liefert

e beziiglich der Standardbasis:
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e beziiglich der Basis B:
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Durch Einsetzen in das Skalarprodukt kann man nachrechnen, dass tatsdchlich
(ws, wj) = d;; und (g;, g;) = 045 gilt fiir 1 <4, j < 4. Somit sind & = (w1, wa, w3, wy)
und B = (g1, 92,93, q4) die gesuchten geordneten Orthonormalbasen.

Bestimmen Sie die Transformationsmatrix Mg von € nach €.

Losung

Wir koénnen direkt ablesen, dass
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gilt.

Konnen Sie die Transformationsmatrix M ;, fiir eine beliebige Basis A bestim-
men, wobei A die ONB bezeichne, die man durch das Gram-Schmidt Verfahren
erhilt? Uberpriifen Sie Ihre erhaltene Matrix M i4» indem Sie die Standardbasis
& verwenden und mit Teilaufgabe c) vergleichen.

Losung

Wir bemerken zuerst, dass wir die Transformationsmatrix nicht direkt ablesen kon-
nen, wie dies in Teilaufgabe ¢) der Fall war. In unserem Fall benutzen wir die For-
meln aus dem Gram-Schmidt Verfahren, um die Transformationsmatrix anzugeben.
Insbesondere wissen wir, dass der r-te Basisvektor von A = (q1,92,93,q4), nAm-
lich g,, wie folgt als Linearkombination der Basisvektoren von A = (p1, p2, p3, p4)
ausgedriickt werden kann:

pr— S (e @i)as
lg,||

qr =



Wir berechnen
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Dies gibt uns die Spalten der Transformationsmatrix, also erhalten wir
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Benutzen wir fiir A die Standardbasis, dann erhalten wir wie gewiinscht die Matrix
aus Teilaufgabe c).

2. Ein Unterraum U von R? mit dem Standardskalarprodukt sei aufgespannt von den

1 -1
beiden Vektoren | 1 | und 1
1 0

a) Bestimmen Sie eine beliebige Orthonormalbasis von U.

Losung
Da (1,1,1)T und (—1,1,0)” orthogonal sind, geniigt es diese Basis zu normieren
und wir erhalten sofort

w~ ()

b) Legen Sie mit Hilfe dieser Basis die Orthogonalprojektion auf U und die Ortho-
gonalprojektion auf U+ je durch ihre Koordinatenmatrizen bzgl. der kanonischen
Basis fest.



Losung

Es ist einfach U+ zu bestimmen, denn es gilt R? = U @ U+, d.h U+ = Span {w3}
fiir einen Vektor ws, sodass die w; paarweise orthogonal sind. Also ist ws eine
Losung des linearen Gleichungssystems

(wi,wz) = 0 %(w3)l+%(w3)2+%(w3)3 - 0
<<w2,w3) - 0>®< 3 _é(w3)l+£(w3)2 =0

Eine Losung von diesem Gleichungssystem ist wj = (1,1,—2)7. Um eine Ortho-
normalbasis zu erhalten, betrachten wir ws = ﬁ = %wg. Sei nun (e, e9,€3) =
3

((1 0 O)T, (0 1 O)T, (0 0 1)T> die kanonische Basis und 7y, bzw. 71 die
Orthogonalprojektion auf U bzw. UL, Aus
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my(er) = er — (e1, w3)wz = 5 (5,-1,2)"
1 T
my(e2) = e — (€2, w3)ws = 6 (-1,5,2)
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my(e3) = e3 — (e3, w3)ws = 5 (2,2,2)
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myL(er) = er — (er, wi)wy — (€1, wa)ws = 5 (1,1,-2)"
1
myL(e2) = ex — (e2, wi)wy — (€2, wa)wy = 5 (1,1,-2)"
1
my (e3) = 3 — ez, wi)wi — (e, wa)wy = ¢ (=2, -2,4)"

finden wir die folgenden Koordinatenmatrizen bzgl. der kanonischen Basis:

1 5 —1 2
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sowie
1 1 1 -2
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Alternativ kann man die Koordinatenmatrizen wie folgt bestimmen: Fiir alle v €
R3 gilt wegen der Assoziativitit von Matrizen:

Pyv = (w1, v)wy + (we, v)we = wi{wy, v) + wa(wg, v) = wlwfv + wgwgv

= (wiw] +ws + wd)v.

Somit erhalten wir

1 1 1 1 1 1 -1 0 1 5 —1 2
M(my) = w1w1T+UJ2w2T = 3 1 11 —|—§ -1 1 0] = 5 -1 5 92
1 1 1 0 0 O 2 2 2



und analog

1 1 -2
M(mpL) = wawl = G 1 1 -2
-2 -2 4

Bemerkung: Da M (7y7) + M (771 ) = 13 gilt, héitte es gereicht, eine der beiden Ma-
trizen zu berechnen. Die andere kann man als Identitét minus die erste berechnen.
c¢) Bestimmen Sie je ein lineares Gleichungssystem mit Losungsmenge U bzw. U+,

Losung

M (my)v € U und M (71 )v € U fiir alle v € V. Insbesondere hat das Gleichungs-
system M (77 )v = v die Losungsmenge U und das Gleichungssystem M (7,1 )v = v
hat die Losungsmenge U,

3. Seien P1,Ps : R? — R3 die orthogonalen Projektionen auf die Ebene By = {x + 3y =
2z} respektive By = {x = y}. Geben Sie die Matrix von P;, Py und P; o Ps beziiglich
der Standardbasis von R? an!

Losung
Fir die Ebene F; bestimmen wir erst eine natiirliche Basis

1 2 -1
Bl = {Ul)UQ)U?)} = -1 ’ 0 ) -3
-1 1 2

im Sinne, dass Piv; = v; fiir ¢ = 1,2 und Pivg = 0, d.h. v; und vy sind so gewéhlt,
dass sie in Fj liegen (und Pi|g, = Id) und vs = v; X ve liegt orthogonal zur Ebene
(wo gilt Py Bl = 0). In dieser Basis erhalten wir

[7)1]31 =

S O =
O = O
oS O O

Der Wechsel von B; zu der Standardbasis £ ist gegeben durch

1 2 -1
Mpe=| -1 0 =3
-1 1 2
Somit ist
1 3 -5 —6
Mep, = Mgle = 1 5 1 4
-1 -3 2
und wir erhalten
1 13 -3 2
[Pile = Mp,e[P1], Mep, = w| 3 ° 6
2 6 10



Analog gehen wir fiir [Pz]¢ vor, indem wir

a)

1 1 1
By = ], (1],({-1
0 1 0
setzen. Damit ist der Basiswechsel
1 1 1
Lp,e = 1 1 -1
01 0
und . .
B 3 3 1
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Wir erhalten also
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. Ein Unterraum U von R? mit dem Standardskalarprodukt sei aufgespannt von den
1 0
beiden Vektoren v1 = | 1] und vo = [ 2
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Bestimmen Sie je eine Orthonormalbasis von U und von U-~.
Losung
Eine einfache Moglichkeit, die Orthonormalbasen von U und U+ gleichzeitig zu
bestimmen, ist die Anwendung der Gram-Schmidt-Orthonormalisierung auf die
Vektoren vq, vs sowie einen zusitzlichen Vektor vs € R3, der die beiden zu einer
Basis ergiéinzt, beispielsweise vz = (1,0,0)7. Man erhilt
1 -1 1
wy = 1 1 Wy = L 1 w3 = 1

i\ vl . VAR

Die gesuchte Orthonormalbasis fiir U ist dann {wq, w2} wihrend {ws} eine Ortho-
normalbasis von U7 ist.

Alternativ ermittelt man zunachst mit Gram-Schmidt die Orthonormalbasis wi, wo
von U und 16st unabhéngig davon das Gleichungssystem

111y (0

02 1)""\o
um das orthogonale Komplement von U7 zu bestimmen. Dann fiihrt man auf der
erhaltenen Basis von U7 eine weitere Gram-Schmidt-Orthonormalisierung durch.



b)

Geben Sie die Darstellungsmatrizen der Orthogonalprojektionen R3 — U C R?
auf U und R? — UL C R3 auf U an beziiglich der Standardbasis von R3 und der
jeweiligen Basis aus a).

Losung
Die orthogonale Projektion von R? auf U ist gegeben durch

v = (v, wi)wy + (v, wa)ws.

Also ist die darstellende Matrix beziiglich der Standardbasis (e, 2, e3) von R? und
der Basis wy, wy gegeben durch

(1/\/5 1/V3 1N§>
—1/vV2 1/v2 0 )’

({ej, wi))1<i<a =
1<5<3

Analog erhilt man fiir die Orthogonalprojektion von R3 auf U+ die Matrix

(16 1VG —2/V6).

5. Es sei V = M, ,(R) mit dem Standardskalarprodukt.

a)

Zeigen Sie, dass (A|B) = Tr(*AB) ein Skalarprodukt auf V ist. Geben Sie ein
Beispiel einer Orthonormalbasis von V' an.

Losung
Man berechnet

Tr(tAB) = Zambi,j,
2

also ist (A|B) das Standardskalarprodukt beziiglich der Koeffizienten (a; ;) einer
Matrix.

Insbesondere ist (Ej j)i<ij<n eine Orthonormalbasis, wobei E;; die Matrix mit
(i, j)-tem Koeffizient gleich 1 und ansonsten Null bezeichnet.

Sei C € V eine Matrix. Wir definieren f: V' — V durch f(A) = AC. Zeigen
Sie, dass f ein Endomorphismus von V ist, und bestimmen Sie die adjungierte
Abbildung f* beziiglich dem Skalarprodukt aus a).

Losung
Dass f ein Endomorphismus von V ist, kann man leicht direkt priifen.
Wir wollen nun die Adjungierte Abbildung berechnen: Fiir alle A und B in V gilt

(f(A)|B) = (AC|B) = Tr(*(AC)B) = Tr(‘*C'AB) = Tr('AB'C) = (A|B'C).

Somit erhalten wir f*(B) = B!C.

6. Sei A € M, ,(R) eine invertierbare Matrix. Wir definieren eine Matrix B = 'AA.
Zeigen Sie, dass B symmetrisch ist, und dass b(z,y) = 'z By ein Skalarprodukt auf R™
definiert.



Losung
Es gilt 'B =t("AA) = 'A'('A) = '"AA = B. Also ist B symmetrisch.

Man tiberpriift leicht, dass b bilinear ist. Weiters gilt
b(y,z) = 'yBx = ("yBz) = 'a' By = 'z By = b(z,y),

wobei wir bei der zweiten Gleichheit verwendet haben, dass ‘yBx eine Zahl ist und
das Transponierte einer Zahl die Zahl selber ist. Das vierte Gleichheitszeichen gilt, da
B symmetrisch ist. Wir haben also gezeigt, dass b symmetrisch ist. Ausserdem gilt

b(z,z) = ‘zBr = 'a'AAx = (Ax) Az = | Az|?,

wobei die Norm auf der rechte Seite beziiglich des Standardskalarprodukts ist. Folglich
gilt b(x,z) > 0, und b(z,z) = 0 genau dann, wenn Az = 0 ist. Da A invertierbar ist,
ist letzteres dquivalent zu x = 0. Dies beendet den Beweis, dass b ein Skalarprodukt
ist.

. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum und sei f ein Endomorphismus von
V. Wir definieren einen Endomorphismus g von V' durch g = f* o f. Zeigen Sie, dass
ker(g) = ker(f) ist.

Losung
Wir zeigen zuerst die Richtung ker(f) C ker(g): Sei v € ker(f), also v € V mit
f(v) = 0. Dann gilt auch g(v) = f*(f(v)) = f*(0) = 0, da f* linear ist. Somit ist

v € ker(g), was die eine Inklusion beweist.

Nun zeigen wir die andere Inklusion, ndmlich ker(g) C ker(f): Sei v € ker(g), alsov € V

mit g(v) = 0. Es folgt 0 = (0lv) = (g(v)[v) = (f*(f(v))lv) = (f()|f(v)) = [If ()],
und deshalb f(v) = 0. Also ist v € ker(f), was den Beweis beendet.



