Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra II

Serie 7

1. Berechnen Sie eine Zerlegung A = QR der Matrix

-1 1 -1
A=112 0 1
-2 1 0
in eine orthogonale Matrix @) und eine rechte obere Dreiecksmatrix R. Verwenden Sie
0
diese Zerlegung, um das lineare Gleichungssystem Az =b firb= | 3 | zu losen.
-3

Loésung
Da die Matrix A invertierbar ist (det(A) # 0), bilden die Spalten eine Basis von R3.

Das Gram-Schmidt Verfahren angewendet auf (vq,wvq,vs) liefert die (beziiglich dem
Standardskalarprodukt) orthonormale Basis (w1, wa, w3) mit

1 -1 1 2 1 —2
-2 1 2
Somit ist
-1/3 2/3 —2/3
Q=1 2/3 2/3 1/3
-2/3 1/3 2/3

eine orthogonale Matrix. Die obere Dreiecksmatrix berechnet sich zu

3
R=Q'A=Q7A=|{o0

-1
1
0 O

=N

(Dass man auf diese Art tatséchlich eine obere Dreiecksmatrix erhélt, folgt aus dem
Gram-Schmidt Verfahren.)

Durch Multiplikation der Gleichung QRx = Ax = b von links mit der invertierba-
ren Matrix Q7! = Q7 erhilt man das dquivalente Gleichungssystem Rz = Qb =
(4,1,-1)T. Da R obere Dreiecksgestalt hat, erhilt man hieraus schnell die Losung
r=(2,1,-1)T.

2. Sei A € M,,,,(R) und B =tAA.



a) Zeigen Sie, dass b(x,y) = 'z By ein Skalarprodukt definiert falls A invertierbar ist.

Losung
Die Bilinearform, die zur Matrix B gehort, ist gegeben als b(u,v) = 'uBwv. Sei A
invertierbar und v € R™ \ {0}. Dann ist Av # 0 (da A invertierbar ist) und somit
gilt
vl (AT A) v = (T AT) - Av = (Av)T Av = || Av|]? > 0.
Also ist AT A positiv definit.
b) Zeigen Sie, dass rank(A) = rank(B).
Losung
Behauptung: Kern(f4) = Kern(fiq4).

Eine Inklusion folgt direkt: Fiir alle v € R™ mit Av = 0 gilt auch ‘AAv = *A40 = 0.
Umgekehrt sei ‘AAv = 0, dann gilt

|Av|]? = Y(Av)Av = ("'A) - Av = "o (AA) - v = "0 =0.

Da die euklidische Norm positiv definit ist, gilt Av = 0, also v € Kern(f4). Somit
gilt die Behauptung.

Aus der Behauptung folgt

Rang(A) = dimBild(fa4) = n —dimKern(fa)
= n —dimKern(fiyy) = dimBild(fiu4) = Rang(‘AA).

3. Es sei
1 0 -1
M = 0o 2 2
-1 2 6
x1
Zeigen Sie, dass ‘zMx = 2% + 223 + 623 — 27123 + 4dagzs fiir © = [ 29|, und
z3

dass b(x,y) = 'z My ein Skalarprodukt auf R3 definiert. Berechnen Sie die Cholesky-
Zerlegung von M. Das heisst: Finden Sie eine obere Dreiecksmatrix R € Mz (R) mit
positiven Diagonaleintriigen, sodass M = 'RR gilt.

Losung

Um zu zeigen, dass b positiv definit ist, gibt es zwei Moglichkeiten.

Zum einen kénnen wir das Hauptminorenkriterium aus der Analysis verwenden: Wir
berechnen die Hauptminoren dieser Matrix, ndmlich

Muy =1, Mgy =2, Mg =det(M)=6.

Da alle Hauptminoren reell und positiv sind, folgt daraus, dass die quadratische Form
positiv definit ist.



Zum anderen konnen wir direkt zeigen, dass b(xz) > 0 ist, und b(z) = 0 genau dann,
wenn x = 0:

b(x1, T2, x3) = 2 4 223 4 623 — 22123 + daoxs = (x1 — x3)° + (2o +223)2 + 25+ 23 > 0

und der Ausdruck ist gleich 0 genau dann, wenn alle Quadrate verschwinden, also
genau dann, wenn 1 = x9 = x3 = 0 ist.
Wir berechnen nun die Cholesky-Zerlegung von M: Sei

11 T2 713

R=1 0 1y o3
0 0 33
Wegen M = ‘RR erhalten wir
2
2,2
0 2 2 | =/[rer T19T59 r12713 + 122723 |
2 2 2
-1 2 6 T13T11 T13712 +T23r22 i3+ T3 + 133,

was uns 6 Gleichungen gibt. Wir wollen nun diese Gleichungen benutzen, um die Ein-
trage r;; der Matrix R zu bestimmen. Bezeichne mit M;; den 4, j-ten Eintrag von M.
Man sieht, dass

(2
Mij = Zrkirkj fiir 4 S]
k=1
gilt. Aus diesen Gleichungen erhalten wir die Formeln

0 i> 7,
\/Mu Zk 1 Tm =7,
(M —it r,ﬂr,w) i< j.
Nun berechnen wir der Reihe nach:
ri1 = /M =1,

rig = — Mz =0,

_ 2 _
oy = \/ Mag — 12, = V/2,

rig = — M3 = —1,
11
1
T3 = (Mas — r19713) = V2,
22

— 2 2
33 = \/M33—T'13—T23—\/§).

Also erhalten wir

Zur Kontrolle kann man leicht nachrechnen, dass tatsiichlich M = ‘RR gilt.



4. Sei

3 -2 1 -2
-2 3 -2 1
A= 1 -2 3 =2

-2 1 -2 3

eine reelle, symmetrische Matrix. Fiihren Sie fiir A eine Hauptachsentransformation
durch, das heisst, bestimmen Sie eine orthogonale Matrix X und eine Diagonalmatrix
D, sodass D = X 'AX gilt.

Hinweis: Alle Eigenwerte von A sind ganze Zahlen.

Losung
Das charakteristische Polynom von A ist

P(A) =X —12)3° +360% — 32X = A (A — 12A% + 36A — 32) .

Somit ist eine Nullstelle A; = 0. Ausserdem wissen wir, dass das Produkt aller von null
verschiedenen Nullstellen 32 ergeben muss. Da alle diese Nullstellen ganzzahlig sind,
kommen nur +{1,2,4,8,16,32} in Frage. Ein kurzes Nachrechnen zeigt, dass A die
Eigenwerte A\ = 0, A\ = A3 = 2, \y = 8 mit zugehorigen Eigenvektoren

vy = Y(1,1,1,1), wy = %0,1,0,—1), w3= (1,0,—-1,0), wy= “(—1,1,—-1,1)

hat. Wir miissen eine orthonormierte Eigenbasis von A bestimmen. Da die Eigenréu-
me zu verschiedenen Eigenwerten einer symmetrischen Matrix zueinander orthogonal
sind und da v und vy jeweils ihren eigenen Eigenraum aufspannen, miissen wir diese
Vektoren nur noch normieren: Es gilt [[v1| = |[v4] = 2, also 01 = 4, 94 = 4. Fiir
die beiden Eigenvektoren zum Eigenwert 2 miissen wir Gram-Schmidt durchfiihren: Es
gilt 79 = ”z—z” = % und somit

vh V3 U3

ol sl V2"

vy = U3 — <U3’U2>Uz =U3 = U3 =
[z

Als Spalten einer Matrix erhalten wir somit

1/2 0 1/vV2 —1/2
/2 1/V2 0 1/2
1/2 0 —1/v/2 —1/2
1/2 —1/v2 0 1/2

Man priift nach, dass det X = 1 ist, und erhélt schliesslich

D=X"1AX ='XAX =

oS O O O
O O N O
o N OO
o o OO



5. Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und sei f ein invertierbarer Endomor-
phismus von V.

Fiir Teilaufgaben b), d) und e) nehmen wir ausserdem an, dass V' ein euklidischer
Raum und f orthogonal ist.

a)

Zeigen Sie, dass t genau dann ein Eigenwert von f ist, wenn ¢! ein Eigenwert von
flist.

Losung

Angenommen, ¢ sei ein Eigenwert von f. Dann gibt es ein v € V\{0} mit f(v) = tv.
Wendet man f~! auf beiden Seiten an, so erhiilt man v = f~1(tv) = tf~1(v). Also
haben wir f~1(v) = t~'v und ¢! ist ein Eigenwert von f~! wie gewiinscht.

Die andere Richtung geht analog, indem man f mit f~! ersetzt.

Zeigen Sie, dass die Menge aller reellen Eigenwerte von f eine Teilmenge von
{—1,1} ist.

Losung

Sei t ein reeller Eigenwert von f. Seiv € V\{0} ein Eigenvektor zu ¢, also f(v) = tv.
Wegen Orthogonalitéit von f und der Bilinearitdt des Skalarprodukts gilt

(v,0) = (f(v), f(v)) = (tv, tv) = £*(v,v). (1)
Da v # 0 und das Skalarprodukt (per Definition) positiv definit ist, kann (v,v)
nicht gleich 0 sein. Folglich ist #* =1, also t € {—1,1}.

Fiir eine reelle Zahl ¢ sei P(t) := det(Id —tf). Zeigen Sie, dass P ein Polynom von
Grad n = dim(V') ist mit P(0) =

Losung

Offensichtlich gilt P(0) = det(Id) = 1. Wir haben

P(t) = det(Id —tf) = det(f) det(f ' — t1d) = (=1)" det(f) det(tId —f1).
Der Ausdruck det(¢Id —f~1!) ist von derselben Form sie ein charakteristisches Po-
lynom und somit mit derselben Argumentation wie fiir Lemma 4.3.13 im Skript
ein Polynom von Grad n. Da (—1)" det(f) eine Zahl ist, ist somit P ein Polynom
von Grad n.

Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ #£ 0 gilt
t"P(1/t) = det(=f)P(t),
wobei n = dim(V') ist.
Losung
Sei n = dim(V). Da f orthogonal ist (f~! = !f) und det(A) = det(‘A) ist, gilt fiir
t#0

t"P(1/t) = t" det(Id —1 f) = t" det (1(t1d —f)) = det(t1d —f)
= det(—f)det(—f 1) det(tId — f) = det(—f) det(—tf 1 +Id)
= det(—f) det(Id —tf 1) = det(—f) det(Id —t ’f)
= det(—f) det(*(Id —t 'f)) = det(—f) det(Id —tf)
= det(—f)P(t).



e)

Angenommen, n ist ungerade und det(f) = 1. Zeigen Sie, dass 1 ein Eigenwert von
f ist.
Losung
Wir wollen zeigen, dass det(1 — f) = 0 ist. Mit Teilaufgabe d) fiir t = 1 gilt
P(1) = det(—f)P(1) = (~1)" det(f) P(1) = —P(1).
~——

~—
=1 =1

Somit ist det(1 — f) = P(1) = 0 und 1 ist ein Eigenwert von f.

6. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum und sei W C V ein Unterraum.

a)

Zeigen Sie, dass eine Projektion p von V auf W genau dann selbst-adjungiert ist,
wenn p die orthogonale Projektion ist.

Losung

=: Wir nehmen an, dass p : V.— W C V selbst-adjungiert ist, also (p(u),v) =
(u, p(v)) fiir alle u,v € V. Wir miissen zeigen, dass Kern(p) = W+ ist:

Kern(p) ={u e V| p(u) =0} ={ue V| (p(u),v) =0 fir alle v € V}
={ue V| (u,p)) =0 fir allev e V}
={ue V| (uw)=0 fir allew e W} = W+,

<: Wir nehmen an, dass p eine orthogonale Projektion ist, also Kern(p) = W+,
Seien u,v € V. Wir wollen zeigen, dass (p(u),v) = (u,p(v)) ist. Dazu schreiben
wir u = uj + ug und v = v + vy mit uy,v; € W und ug, v9 € W, Wir berechnen

(p(u),v) = (p(u1),v1) + (p(u1),v2) + (p(uz),v1) + (p(uz), v2)
= (p(u1),v1) = (u1,p(v1))
= (u1,p(v)) = (u, p(v)).

In dieser Rechnung haben wir wiederholt benutzt, dass das Skalarprodukt von
einem Element in W und einem in W+ verschwindet und dass Kern(p) = W+ ist.

Sei i : W — V die lineare Funktion gegeben durch x — x. Berechnen Sie die
Adjungierte von 1.

Losung

Beachte, dass W ein euklidischer Raum ist mit Skalarprodukt induziert vom Ska-
larprodukt von V. Um Verwirrung zu vermeiden, schreiben wir (-, -)y fiir das Ska-
larprodukt in V und (-, -)y fiir dasjenige in W. Fiirallev € V und allew € W C V
gilt

<i(w),v>v = <va>V = <wvvl>V + <’UJ,’U2>V = <waU1>V = <w7v1>W’

wobei v = v1 + v9 mit v;1 € W und v9 € W ist. Nach Definition der Adjungierten
i* gilt also i*(v) = v; fiir alle v € V mit der Notation wie vorhin. Also ist die
Adjungierte von ¢ gerade die orthogonale Projektion p von V auf W.



7. Sei A € SO3(R) eine orthogonale 3 x 3 Matrix mit Determinante 1.
Zeigen Sie, dass es ein t € R gibt, so dass A &dhnlich ist zu der Matrix

1 0 0
0 cos(t) —sin(t)
0 sin(¢) cos(t)

Loésung

Aus Aufgabe 5 e) wissen wir, dass 1 ein Eigenwert von A ist. Sei Eig; der zugehérige

Eigenraum. Falls dim(Eig;;) > 2 ist, dann folgt aus det(A) = 1, dass alle Eigenwerte

von A gleich 1 sind. In dem Fall ist A = 13, also von der geforderten Form mit

t = /2. Wir miissen somit nur noch den Fall dim(Eig;;) = 1 behandeln. Betrachte

den 2-dimensionalen Raum W := Eigfl. Von Beispiel 5.8.7 (1) aus dem Skript wissen

wir, dass Aly dhnlich ist zu einer Matrix der Form (c‘os(t) B sm(t))

sin(t)  cos(t)

8. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum und sei W C V ein Unterraum.
Sei p die orthogonale Projektion von V auf W. Wir definieren eine lineare Abbildung
r:V —V durch

r(v) =v —2p(v).

a) Zeigen Sie, dass r eine orthogonale Transformation ist und berechnen Sie r*.

Loésung
Seien u,v € V. Wie in Aufgabe 6 schreiben wir u = u; + ug und v = vy + vy mit
w1, v1 € W und us, v € WE. Da plyL = 0 ist, erhalten wir

(r(u),r(v)) = (u,v) = 2(p(u),v) — 2(u, p(v) + 4(p(u), p(v))
= (u,v) — 2{uy,v1) — 2(uy,v1) + 4(uy, v1)

= (u,v).

U, V
U, V

Folglich ist r eine orthogonale Transformation. Nach Aufgabe 6 wissen wir, dass
jede orthogonale Projektion selbst-adjungiert ist. Somit gilt

<T(U)7w> = <v,w> - 2<p(v),w> = (v,w> - 2<v,p(w)) = <U7T(w)>

fiir alle v, w € V. Somit ist r* = r, also ist auch r selbst-adjungiert.

b) Berechnen Sie Kern(r — Id) und Kern(r + Id).
Losung

Kern(r—Id)={v eV |r(w)=v}={veV|pl) =0} =Wt
Kern(r +1d) ={veV |rv)=—v}={veV|pl)=v}=W.



9. Sei n € Z>1 und seien x1,...,2, € R mit 2; > 0 und nicht alle z; sind gleich 0. Wir
bezeichnen mit N die Zahl der ¢ € {1,...,n} mit z; # 0.
Zeigen Sie, dass
(14 +p)?
i+ a2

N >

gilt.

Losung
Wir benutzen die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und erhalten

010 Ty
(x1+-"+xn)—21-xi—< : N >
2i70 O #0 Tn,
0210 Ty
<[]
Oz, #0 Tn

_ N\t 1k,

Hier ist 0, 20 gleich 1, falls z; # 0 und gleich 0, falls z; = 0. Quadrieren auf beiden
Seiten gibt die gewiinschte Ungleichung.



