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1. Sei V = R"™ und sei o € S, eine Permutation. Zeigen Sie, dass die Permutationsmatrix
P, orthogonal ist.

Loésung

Die Spaltenvektoren von P, sind lediglich eine Permutation der Standard-ONB von
R™. Folglich bilden die Spaltenvektoren von P, eine Orthonormalbasis von R™ und
nach Lemma 5.8.5 ist P, somit orthogonal.

2. Lesen Sie die Beweise zum Gram-Schmidt Algorithmus (Satz 6.2.4), der Cholesky
Zerlegung (Korollar 6.2.7) und der QR-Zerlegung (Proposition 6.5.6) aus Kapitel 6 im
Skript und vergleichen Sie sie mit den Beweisen aus Kapitel 5 im reellen Fall.

3. Fiir welche der folgenden Matrizen ist die zugehorige Sesquilinearform hermitesch?

1 2 3+i
a) A= 2 i -2
3—i 2 0

Loésung
Nach Proposition 6.1.9 aus dem Skript ist eine Sesquilinearform genau dann her-
mitesch, wenn die zugehorige Matrix hermitesch ist. Es geniigt also zu priifen, ob

tA = A ist.
Da i = —i ist, haben wir
1 2 341
A= 2 —i =2 | #A,
3—1 2% 0

weshalb A und somit auch die zugehorige Sesquilinearform nicht hermitesch ist.

3 4+1 7
b) B=[4—1 - —2—8i
7T —248i 2
Lo6sung
Man priift, dass tatsichlich ‘B = B gilt. Somit ist B und somit die gehorige
Sesquilinearform hermitesch.

—4 4 1—1
c) C= 4 2 3
~1+i 3 V3
Loésung
Dal—i=1+1i%# —1+i gilt, ist C nicht hermitesch.
2 1 —ai
d) Dype=|—i 2—0bi 3 | in Abhéngigkeit von a,b,c € R.
ct 3 —4



Loésung
Wir berechnen

2 i —ci
"Dope= |1 2+bi 3
ai 3 —4

Folglich ist D, . genau dann hermitesch, wenn b = 0 und a = c ist.

4. a) Berechnen Sie die Dimension des Raumes aller symmetrischen n x n Matrizen, also
die Dimension von {4 € M, ,(R) | YA = A} als Vektorraum iiber R.
Loésung
Wegen der Bedingung, dass die Matrix symmetrisch sein soll, kann man nur den
oberen rechten Teil der Matrix frei wahlen. Alle anderen Eintrdge sind dann schon
bestimmt. Somit haben wir
nn+1) n?+n

n+n—1)+n—-2)+...+1= 5 = 3

Eintrage, die frei wahlbar sind. Es folgt, dass

n2+n
2

dim ({A € M,(R) | "A=A}) =

ist.

b) Berechnen Sie die Dimension des Raumes aller hermiteschen n x n Matrizen, also
die Dimension von {B € M,,,,(C) | !B = B} als Vektorraum iiber R.
Loésung
Beachte, dass wir nun Matrizen mit komplexen Eintrdgen betrachten. Wegen der
Bedingung, dass die Matrix hermitesch sein soll, miissen alle Diagonaleintrage reell
sein. Ausserdem ist die gesamte Matrix eindeutig bestimmt, wenn wir den oberen
rechten Teil kennen. Wir haben n Diagonaleintrage und der obere rechte Teil der
Matrix ohne die Diagonale besteht aus

(n—1)+(n—2)+...+1:(n_21)n

Eintrdgen. Da letztere Eintrége komplex sind, erhalten wir fiir die gesuchte Di-
mension
(n—1)n

dim ({B € M,(C) | 'B = B}) :n—i—QT:n%—(n—l)n:nz.

5. Sei g € C([0, 1]) eine stetige Funktion von [0, 1] nach Rsq. Zeigen Sie, dass

1
ilf2) = /0 Fi@) fo(a)g()de

ein komplexes Skalarprodukt auf den Raum der komplexwertigen stetigen Funktionen
C([0,1]) definiert.



Loésung
Wegen der Linearitdt des Integrals und weil die komplexe Konjugation iiber dem f;
steht, sieht man, dass es eine Sesquilinearform ist. Wegen

[ 1 E—
ol 1) = / £ (@) B@g(@)ds = (fi]f2)

ist die Sesquilinearform ausserdem hermitesch. Positivitéit gilt wegen

1
(F1f) = / (@) g(x) dz > 0.

>0

Wir miissen somit nur noch positive Definitheit iiberpriifen, also (f|f) = 0 genau dann,
wenn f = 0 ist. Eine Richtung ist klar. Die andere beweisen wir per Widerspruch.
Sei 0 # f € C([0,1]). Wir wollen zeigen, dass (f|f) # 0 ist. Wahle a € [0, 1] mit
|f(a)] > € > 0. Wegen Stetigkeit von f gibt es eine Umgebung U von a, so dass
|f(z)] > €/2 fiir alle z € U N [0,1]. Anders formuliert, es gibt ein § > 0 so, dass
|f(z)| > €/2 fiir alle x € (a — 0,a + 0) N[0, 1]. Wir erhalten

1
1f) = / (@) Pg(a)de > / (@) Pg(e)da
0 (a—8,a+8)N[0,1]
2
€
> 25— i 0.
- 4 xe(a—g;%)m[o,l}g(x) -

Somit haben wir gezeigt, dass (-|-) tatséchlich ein Skalarprodukt ist.

. Fiir welche der folgenden Matrizen ist die zugehorige Sesquilinearform ein komplexes
Skalarprodukt?

1 ¢ 5
a) A=1i 2 -=3i
5 3t -1

Loésung

Da A nicht hermitesch ist, ist auch die zugehorige Sesquilinearform nicht her-
mitesch und somit auch kein Skalarprodukt.

3 241 =
b) B=1[2-i 1 —4
Y} —4 0
Losung

Wir bemerken zuerst, dass B hermitesch ist. Nun berechnen wir

3 241

det(B3) = det <2 i

>:3—(4+1):—2<0.

Nach dem Hauptminorenkriterium ist die zugehorige hermitesche Sesquilinearform
nicht positiv definit und somit kein Skalarprodukt.



Losung
Wir bemerken zunéchst einmal, dass C' hermitesch ist. Ausserdem gilt

det(C’l) =3>0
det(CQ) =8>0
det(Cg) =5>0

Nach dem Hauptminorenkriterium ist C' positiv definit. Somit ist die zugehorige
Sesquilinearform ein Skalarprodukt.

1 2 —i
D=2 4 2

i 27
Loésung

Die Matrix D ist hermitesch. Es gilt aber det(D2) = 0. Nach dem Hauptmi-
norenkriterium ist die zugehorige hermitesche Sesquilinearform somit nicht positiv
definit und somit kein Skalarprodukt.

7. Sei V ein unitérer Vektorraum und sei f € Endc (V).

a)

Zeigen Sie, dass es eindeutige selbstadjungierte fi, fo € Endc(V) gibt mit f =
f1+ifa.

Loésung

Existenz:

Die Endomorphismen

=g 47 wd foi= o (f - f)

erfiillen
fitih =g+ 1)+ 5= ) =1
=3+ N=h
= - N=f
Eindeutigkeit:

Angenommen es gibt selbstadjungierte Endomorphismen f1, f2, 91,92 € Endc(V)
mit

fitifoe=f=g +igo. (1)

Durch Adjunktion erhalten wir

fi—ifs = f =91 —igs



und somit
fi—ife=f"=gq —ig.
Addieren resp. Subtrahieren mit Gleichung (1) gibt fi = g1 und fa = g¢a.

b) Zeigen Sie, dass f genau dann normal ist, wenn f; und f» wie in a) miteinander
kommutieren.

Lo6sung
Da f1 und fy selbstadjungiert sind, berechnen wir

[ f=h+if2) (i +if2) = (ff —if3)(f1+if2) = (fr —if2)(f1 +ifo)
=fi+fE+ififo—ifhr

und analog

frr=(fi+ifo)(fi —ife) = ff+f2—ififa+ifafr.

Somit gilt

fr=rr

ifife—ifofi =ifaf1 —ifife
2if1fa = 2ifaf1

fife= fofa

f1 und fo kommutieren.

f ist normal

(1 R

8. Sei V ein unitdrer Raum. Zeigen Sie die folgende Polarisationsformel:

(o +wl? = [l = wl[?) + i ([[v + dwl][* = |lv — @w]]*))

> =

(o) =

fir alle v,w € V.

Losung
Wir berechnen

(Il + wl* = {lv = w|?) + i ([Jo + iw]|* = ||v - iw]]?)

= (v+wlv+w) — (v—wlv—w)+i(v+iwv+ iw) —i(v —iwlv — iw)
= 2(v|w) + 2(w|v) + 2i(v|wi) + 2i(iw|v)

= 2(v|w) + 2(w|v) — 2(v|w) + 2{w|v)

= 4(wlv)

fiir alle v,w € V.



