Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra II

Serie 10

1. Sei V ein unitérer Vektorraum und seien f und g zwei normale Endomorphismen auf

V.

a) Zeigen Sie, dass die Summe f + g nicht immer normal ist.

1 4 1 4
A_<—i 1) und B_<i 1)

1. ! . Man berechnet BB = 2.0 = *BB. Die
—7 1 0 2

zugehorigen Endomorphismen f4 und fp sind also normal. Fiir die Summe

2 2
coavno ()

iA (8 4 4 4\ -
CC_<—42' 4>7é<—4z' 8>_ ce.

Somit ist der Endomorphismus fo = fa+p = fa + fp nicht normal.

Losung
Betrachet

Es gilt ‘A = A und !B =

gilt aber

b) Zeigen Sie: Falls f* and g kommutieren, dann ist f 4+ g normal.
Loésung
Wir bemerken zuerst, dass f* und ¢g genau dann kommutieren, wenn auch g*
und f kommutieren. Die Gleichungen f*g = gf* und g*f = fg* sind in der Tat
dquivalent, indem man bei jeweils einer Gleichung auf beiden Seiten die Adjungierte
nimmt. Wir wollen also zeigen, dass f+g¢ normal ist, wenn sowohl f* und g als auch
g* und f kommutieren. Wir haben die folgenden dquivalenten Umformulierungen:

f+gsind normal < (f+9)(f+9)" = (f+9)"(f+9)
S ffr+fo+of +99 = f+f9+9f+gg
S fg"+af*=f9+9f,

wobei die letzte Aquivalenz gilt, da f und ¢ normal sind. Unter unserer Annahme,
dass f* und g (und somit auch ¢* und f) kommutieren, gilt die letzte Gleichung
und f + g ist normal.

2. Betrachten Sie den euklidischen Raum R"™ mit Standardskalarprodukt und den unitéren
Raum C" mit Standardskalarprodukt. Welche der folgenden Matrizen sind diagonal-
isierbar? Weshalb?

7 37 4 —1
a) A= -3t 2 6+21) € Mg,g(C)
4+1 6—21 0



Loésung

Die Matrix A ist hermitesch, also ‘A = A. Folglich ist der Endomorphismus
fa selbstadjungiert, also f} = fa. Somit ist der Endomorphismus auch normal
(fafi = fifa) und nach Satz 6.6.2 vom Skript ist er - und somit auch die Matrix

- diagonalisierbar.
7T -2 1
b) B=|-2 3 0] € M;33(R)
1 0 4
Losung

Die Matrix B ist symmetrisch. Folglich ist der Endomorphismus fp selbstad-
jungert. Nach Theorem 5.7.2 ist die Matrix diagonalisierbar.

¢) C = (24; 201) € My(C)

Loésung

Beachte, dass die komplexe Matrix C' zwar symmetrisch, nicht aber hermitesch ist.
Wir kénnen also den Spektralsatz nicht anwenden. In der Tat zeigt folgende Rech-
nung, dass die Matrix nicht diagonalisierbar ist: Das charakteristische Polynom
von C' ist

t—4 -2

charc(t) = det(tId —C) = det ( 9

) =12 —4t+4=(t-2)>2%
Folglich sind beide Eigenwerte 2. Ware C' diagonalisierbar, dann gébe es ein X €
Ms2(C) mit C = XDX !, wobei D die Diagonalmatrix zwei 2en auf der Diagonale
ist. Dann wére aber

C =2X1dy X! = 21ds,
was einen Widerspruch gibt. Also ist C nicht diagonalisierbar.
3. Eine Matrix A € M, »,(C) heisst von endlicher Ordnung, falls es ein k € Z>; mit

AF =1, gibt. Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass so eine Matrix immer
diagonalisierbar ist.

Sei also A eine Matrix von endlicher Ordnung und k so, dass A¥ = 1, ist. Wir
bezeichnen mit (x|y) das Standardskalarprodukt auf C".

a) Fir z,y € C" sei

Ea
—_

b(x,y) = (AT z|Aly).

x| =
o

j
Zeigen Sie, dass b ein Skalarprodukt auf C" ist.

Losung

Zunéchst priifen wir, dass b eine Sesquilinearform ist: Dies gilt, da das Standard-
skalarprodukt eine Sesquilinearform ist. Weil (-|-) hermitesch ist und dies Summe
mit komplexer Konjugation vertauscht, ist auch b hermitesch. Die Positivitat von b
folgt ebenfalls aus der Positivitat von (-|-). Als Letztes tiberlegen wir uns noch, we-
shalb b positiv definit ist. Wir haben b(z,z) = 0 genau dann, wenn (A7z|A7z) = 0



ist flir jedes 0 < 5 < k — 1. Dies ist wegen positiver Definitheit des Standard-
skalarprodukt genau dann der Fall, wenn x = 0 ist. Somit haben wir gezeigt, dass
b ein komplexes Skalarprodukt ist.

b) Zeigen Sie, dass A beziiglich des Skalarprodukts b unitér ist.
Losung
Wir wollen zeigen, dass b(Ax, Ay) = b(z,y) ist fur alle z,y € C". Durch Einsetzen
in die Definition berechnen wir

k—1 k—1
1 . ) 1 . . & &
b(Az, Ay) = 1) (A Aol A Ay) = Z<Aﬂx|Aﬂy> + (A% | Ary)
Jj=0 Jj=1 = =y
p =
=2 > _(ATx[Aly) = b(x,y).
j=0

c¢) Folgern Sie, dass A diagonalisierbar ist. Gibt es immer eine Basis von Eigenvek-
toren die bezliglich des Standardskalarprodukts orthonormal ist?
Lo6sung
Nach dem Spektralsatz (Theorem 6.6.3) ist A diagonalisierbar.
Die Orthonormalbasis bestehend aus Eigenvektoren, die nach Theorem 6.6.3 ex-
istiert, ist im Allgemeinen lediglich beziiglich des Skalarprodukts, beziiglich dessen
die Matrix A unitér ist. In unserem Fall also orthonormal beziiglich des Skalarpro-
dukts b. Folgendes Beispiel zeigt, dass es beziiglich des Standardskalarprodukts tat-

séchlich keine Orthonormalbasis von Eigenvektoren geben muss: Sei A = <(1) :?) .

Die Eigenwerte sind —1 und 1 mit Eigenvektoren (1) und <é> Diese Eigenvek-

toren sind nicht orthogonal beziiglich dem Standardskalarprodukt. Folglich gibt
es keine Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarprodukts.

4. Berechnen Sie die Jordansche Normalform der folgenden Matrizen.

3

a) A=10
-2

Losung
Das charakteristische Polynom von A ist

S Ot =

0
0
1

chary(t) = det(tId—A) = (t = 3)(t — 5)(t — 1).

Somit sind die Eigenwerte A1 = 1, Ao = 3, A3 = 5 und insbesondere mit jeweils al-
gebraischer Vielfachheit 1. Folglich ist auch die geometrische Vielfachheit 1. Somit
haben wir drei Jordanblécke Jy 1, J13,J1,5 der Grosse 1. Die Jordannormalform
von A ist also

1
0
0

o w o
o O O



Insbesondere ist A in diesem Beispiel sogar diagonalisierbar.

2 11
B=1[1 2 1

11 2
Loésung

Die Matrix B hat Eigenwerte A\; = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2 und Ay =
4 mit algebraischer Vielfachheit 1. Von letzterem wissen wir bereits, dass die
Jordannormalform von B einen Jordanblock Ji 4 der Grosse 1 zum Eigenwert Ay =
4 hat. Wir miissen nun die geometrische Vielfachheit von A\; = 1 bestimmen, damit
wir wissen, ob es einen Jordanblock Js 4 der Grosse 2 oder ob es zwei Jordanblocke
J1,4 der Grosse 1 zum Eigenwert Ay = 1 gibt. Wir berechnen den Eigenraum zum
Eigenwert 1 wie folgt:

1 11 1 11 1 1
Figy p = Kern(B-Id)=Kern |1 1 1| =Kern {0 0 0] = < —-1],1 0
1 11 0 0 0 0 -1

Insbesondere ist die geometrische Vielfachheit von A\; = 1 gleich dim(Eig; p) = 2.
Also gibt es zwei Jordanblécke der Gréosse 1 zum Eigenwert 1. Die Jordannormal-
form von B ist somit

1 0
JQ’l H J1’4 =(0 1
0 0

= O O

5. Sei A € M, ,(R) eine symmetrische Matrix mit AF =1, fiir ein k € Z>1. Zeigen Sie,
dass dann sogar A% = 1,, gilt.

Loésung

Nach dem Spektralsatz ist die Matrix A diagonalisierbar mit Eigenwerten A1,..., A\, €
R. Wegen A¥ = 1,, ist \¥ = 1. Also gilt \; = +1 und somit A\? = 1 fiir alle i. Folglich
ist A% shnlich zur Einheitsmatrix und somit gilt 42 = 1,,.

6. Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom jeder hermiteschen Matrix reelle Koef-
fizienten hat.

a)

Mit Spektralsatz

Loésung

Jede hermitesche Matrix A ist nach dem Spektralsatz d&hnlich zu einer Diagonal-
matrix D mit reellen Diagonaleintrigen. Das charakteristische Polynom char 4(t)
von A ist invariant unter Ahnlichkeit. Folglich ist es gleich dem charakteristischen
Polynom der Matrix D, welche nur reelle Eintrége besitzt. Also hat char4 () reelle
Koeflizienten.

Ohne Spektralsatz

Loésung
F'"ur jedes komplexe Polynom ¢(z) = Y a;x° definieren wir das komplex kon-
jugierte Polynom durch p(z) := Y @;x'. Diese Konstruktion hat die Grundeigen-

schaft o -y =7 - .




Fiir eine beliebige hermitesche Matrix A mit charakteristischen Polynom char 4 (t) =
>, a;t’ gilt dann
char4(t) = det(t1d,, —A)
~ ot (010, )
ey e
et (=)
= chary4(t),

folglich @; = a;, also a; € R fiir alle 4.

7. Fiir n > 1 und einen beliebigen Parameter A € R betrachten Sie den Jordanblock

A 10 0
0 A 1 0

A= Jupi= 0 A
.
0 0 A

a) Bestimmen Sie A* fiir alle k& > 0.
Loésung

In den Féllen n = 1,2,3,4 erkennen wir durch Ausrechnen der ersten Terme das
folgende Muster fiir die Matrix A*:

(%) fiir n =1
k k—1
(% k);\k ) fir n =2
_ k(k—1 _
)\k kAk 1 ( 5 ))\k 2
0 AF EAF—1 firn=3
0 0 AP

)\k k/\kfl (g) )\k72 (g) )\kf?;
0 /\k k)\kfl (izf) )\k72
0 0 AF kAR
0 0 0 AP

firn=4.

Um eine allgemeine Formel zu finden, schreiben wir A = A1d,, + N mit der nilpo-



tenten Matrix

0 1 0 0
) T
N = <5‘_» ) =|: -
170 ) < j<m : 0 0
: RO |
0 0

Da N und Id,, kommutieren, folgt

AF = (\1d,, +N)* =

[~
N
~ O
N———
>~
B
=
e
L

~
Il

0

Mit einem Induktionsargument folgt fiir alle m > 0

m
N :(5j—i,m) g
1<ij<m

und somit

k

(- ((1))
A (;; <€ A 53—2,k—€) i j —3 A 1§i,j§n7

wobei wir (]Z) Ne=G=9) fiir j — i ¢ {0,...,k} als 0 interpretieren.
Bestimmen Sie
1
exp(A) = Z EAk'
k>0
Loésung

Da Id,, und A kommutieren, gilt
exp(A) = exp(AId,, +N) = exp(A1d,) - exp(N) = e* exp(N).

Wir haben

mit

Si<; _ {(j_lz.)! fiir alle 7 < j

0 sonst .




8. Sei A := . Finden Sie ein Polynom p(X) mit p(A) = A~%.

W N =
=W DN
DN = W

Loésung
Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch

char4(X) = X3 —6X%? — 3X +18.
Nach dem Satz von Caley-Hamilton gilt
charg(A) = A% — 6A4% —3A +181d3 = 0

1 1 1
— Ids = —— A3+ —A2 4+ - A
d3 187 T34 Tt

woraus durch Multiplizieren mit A~ folgt:

1 1 1
Al = —— A2+ ZA+ - 1ds .
g4 Taite®
Das gesuchte Polynom ist somit
1 1 1
X)=——X?’+-X+-1d
pX) = —gX7+ 3 X+ g lds

9. Beweisen oder widerlegen Sie: Es existiert eine reelle n x n-Matrix A mit
A% +2A+451d, =0

genau dann, wenn n gerade ist.

Loésung

Angenommen n ist ungerade und A ist eine n x n-Matrix mit A2 + 24 + 51d,, = 0.
Weil der Grad des charakteristische Polynom von A ungerade ist und komplexe Figen-
werte immer paarweise auftreten, besitzt A einen reellen Eigenwert A mit zugehdrigem
Eigenvektor v. Mit p(X) := X2 42X + 5 folgt

0=p(Av=(A2+24+51d,)v = (N2 + 2\ +5)v = P(\)v,
also P(A) = 0 und X ist eine reelle Nullstelle von p(X). Das Polynom p(X) besitzt

aber nur die komplexen Nullstellen —1 =+ 2¢, was ein Widerspruch ist.

Bemerkung. Man kann den obigen Fall auch direkter aus dem Satz von Cayley-
Hamilton herleiten.

Fiir n = 2 erfiillt eine beliebige Matrix A mit charakteristischem Polynom char4(X) =
X2 4+ 2X + 5 die Bedingung. Falls man die Diagonaleintrige von A beide gleich —1
wahlt, findet man zum Beispiel die Losung As := (:; j)



Fiir beliebige gerade n > 0, sei A die n x n-Blockmatrix

A
A = T . 9
Ao
dann gilt

Ay +2A5 +51ds
A?+2A+51d, =
Ay +2A5 + 51dy

Damit ist die Aussage der Aufgabe bewiesen.



