Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra II

Serie 11

1. Bestimmen Sie die zu den folgenden Matrizen gehorige Jordansche Normalform (JNF)
in Abhangigkeit der Parameter a,b,c € R.

0a=3 )

Losung
Die Eigenwerte von der oberen Dreiecksmatrix A sind a und c¢. Wir betrachten die
folgenden Fallunterscheidungen:

e a# c: Die INF von A ist J; o 8., = (g (C))

e a =cund b= 0: Die JNF von A ist Ji ,HJ 4, = (3 2)

e ¢ = cund b # 0: Wir berechnen

- ata = ke (9 1) = ( (1))

Die geometrische Vielfachheit zum Eigenwert a ist somit gleich 1. Folglich gibt
es nur einen Jordanblock zum Eigenwert 1, der somit Grésse 2 hat. Die JNF

von A ist also Jo, = <g i)

t b
b) B= 10 ¢ |, wobei t € C ist.
0 t

O =+ Q

Loésung
Der einzige Eigenwert von B ist ¢ und hat somit algebraische Vielfachheit 3. Wir
unterscheiden folgende Falle:

e a = (0: Wir berechnen den Eigenraum

0 0 b
Fig, 4 = Kern(A —tld3) = Kern | 0 0 ¢
0 00

> falls b # 0 oder ¢ # 0.

o = O O = O

O O = O O =

- o O

> falls b =c=0.




— b # 0 oder ¢ # 0: Die geometrische Vielfachheit von ¢ ist gleich 2. Somit
gibt es 2 Jordanblécke zum Eigenwert ¢. Die JNF von A ist also

Joy B =

o O o+

10
t 0
0 ¢

— b = ¢ = 0: Die geometrische Vielfachheit von t ist gleich 3. Somit gibt es
3 Jordanblocke zum Eigenwert ¢. Die JNF von A ist also

Ji,

t 00
tBE,Jl,tBE,Jl,t: 0 t 0
0 0 ¢

e a # 0: Wir berechnen den Eigenraum

0 a b
Fig, 4 = Kern(A —tld3) = Kern | 0 0 ¢
0 0O
1
< 0 > falls ¢ # 0.
0
1 0
< 0, -b > falls ¢ = 0.
0 a

\

— ¢ # 0: Die geometrische Vielfachheit von ¢ ist gleich 1. Somit gibt es nur
einen Jordanblock zum Eigenwert ¢. Die JNF von A ist somit

t 1 0
Jsp=(0 ¢t 1
0 0 ¢

— ¢ = 0: die geometrische Vielfachheit von ¢ ist gleich 2. Somit gibt es zwei
Jordanblocke zum eigenwert t. Die JNF von A ist somit

Jo B J1p =

S O o+

10
t 0
0 ¢

2. Bestimmen Sie die Jordansche Normalformen der folgenden Matrizen sowie die zuge-

hérigen Jordan-Basen von C°.

1
-1

4
-3

=N OO

w = o o

-2

== O O O



Losung
Das charakteristische Polynom von A ist

A—-1 -4 0 0 0

I A+3 0 0 0
charg(A) = det 0 0
0 0 -1 Ax-3 -1
0

A—2 -1 0

det(All )\+43>-det -1 Xx=3 -1
1 2 A—1

= (P +20+1) (N —6X2 + 120 = 8) = (A + 1)} (A — 2)*.

Folglich hat A die Eigenwerte —1 und 2.

Sei (eq,...,es) die Standardbasis von C®. Die Form der Matrix zeigt, dass By =
(e1,e2) eine Basis vom Hauptraum V; := {v € C° | (A + 15)%v = 0} bzgl. des
Eigenwertes —1 ist, und By = (es, €4, €5) eine Basis vom Hauptraum V5 := {v €
C> | (A—2-15)% = 0} bzgl. des Eigenwertes 2. Wir suchen die Jordansche
Normalform von fa auf V7 und Va.

Die Darstellungsmatrix fa|,, von fa auf V; ist die Matrix

1 4
= (43)

mit charakteristischem Polynom (A 4 1)2. Weil die geometrische Vielfacheit von
—1 gleich 1 ist, ist die JNF Jy _;. Wir wollen eine Basis finden, beziiglich der
Ap in der JNF steht. Dafiir geniigt es (Lemma 7.1.4), einen Vektor v € V; |also
(A1 +12)%v = 0] mit (A+13)v # 0 zu finden. Dann ist die Darstellungsmatrix von
A; beziiglich der Basis ((41 + 12)v,v) gerade der Jordanblock Jo ;.

Wir berechnen

Eig_; 4 = Kern(A + 13) = Kern <_21 _42> = < <_12) >

Insbesondere ist <1> ¢ Eig_; 4. Wir kénnen also beispielsweise v = <(1)> wahlen.

(A +12)v,v) = <(_21> ’ <t1)>>

Beziiglich der Basis
von Vi ist die Darstellungsmatrix von f4

‘Vl

‘V1 also gleich Jp _1.

Betrachte nun die Einschriankung fA'Vg' Die Matrix von f4Vs beziiglich By =

(e3,eq,€5) ist
1 0
Ay = 1 3 1
-1 -2 1



Die JNF ist entweder
JipHJioH J12, JioH oo oder Jzg,

je nachdem was die Dimension des Eigenraums ist (3, 2 oder 1).

Wir berechnen

0 1 0 1 0 1 1
Eigy 4, = Kern(A3—2-13) = Kern | 1 1 1 | =Kern|l0 1 0] = < 0 >

-1 -2 -1 0 0O -1
Folglich ist dim Eigy 4, = 1 und die JNF von fA‘V2 ist J39.

Wir suchen nun einen Vektor v € Va [also (Ag — 2 - 13)3v = 0] mit (Ay —
2 - 13)%v # 0. Dann ist die Darstellungsmatrix von fA‘Vg beziiglich der Basis
((A2 —2-13)%v, (A2 — 2 - 13)v,v) von V; gleich dem Jordanblock Js .

Wir berechnen

1 1 1 1 1
Kern(A; —2-13)2=Kemm [ 0 0 0 | = < —-1],1 0 >
-1 -1 -1 0 -1
1
Wir kénnen also beispielsweise v = | 0 | nehmen. Die Basis fiir V5 ist dann
0
1 0 1
((A2 -2 13)2’[), (A2 -2 13)?},?}) = 0 , 1 y
-1 -1 0

Die Matrix von f4 beziiglich die Basis

o O OO
O = O O
OO = OO

von V' ist nun die Matrix Jp 1 H J3 .

8 6 0 0 O

-12 -9 0 0 O

B = 0 0 3 0 O

9 6 0 -8 12

6 4 0 -4 6
Losung



Das charakteristische Polynom von B ist

A—8 —6 0 0 0

12 A-9 0 0 0

charg(\) = det 0 0 Xx=3 0 0
-9 —6 0 A+8 —12

—6 —4 0 4 A—6

A—8 —6 0 0

B 12 A+9 0 0

= A=ddet) g ays 12

—6 —4 4 A—6

A—8 —6 A48 —12
- ()‘_3)det< 12 A+9>'det< 4 )\—6)
= A=3)AN+NN2+20) = (A =3) A+ 1)(A+2)\%

Folglich hat B die Eigenwerte —2, —1, 0 und 3.

Da die Eigenwerte —2, —1 und 3 mit algebraischer (und somit auch geometrischer)
Vielfachheit 1 auftreten, haben die zugehdrigen Jordan-Blocke Grosse 1. Es genitigt
deshalb, zugehorige Eigenvektoren zu bestimmen. Wir wahlen beispielsweise w_g =
(0,0,0,2, )", w_1 = (2,-3,0,0,0)” und w3 = (0,0,1,0,0).

Zum Eigenwert A = 0 gehort die Matrix B + 0 - 15 = B. Wir berechen

-8 =6 0 0 0
12 9 0 0 0
B’=]10 0 9 0 0
0 0 0 16 —24
0 0 0 8 —12

mit rang(B) = 4 und rang(B?) = 3. Wir suchen nun einen Vektor v € C° mit
B?vy =0 und Bv # 0. Wir berechnen

ker(B*) = span {(3,-4,0,0,0)",(0,0,0,3,2)"}
ker(B) = span {(0,0,0,3,2)" } .

Somit kénnen wir beispielsweise v = (3, —4,0,0,0)7 wihlen. Somit bildet

3
—4
(Bv,v) =

N WO OO
o o o

eine Basis vom Hauptraum V' := {v € C° | B?v = 0} zum Eigenwert 0. Ausserdem
ist die Darstellungsmatrix von B}V, die JNF.



Somit ist (w_g,w—_1, Bv,v, ws) die gesuchte Basis, fiir die B ihre Jordansche Nor-
malform bekommt. Die Jordansche Normalform von B ist

-2 0 00
-1

o O O O
wWw o O O O

0
1
0
0

o O O
o O O O

Sei A = J, » ein Jordanblock der Grésse n € Z>; zum Eigenwert A € C\{0}.
Zeigen Sie, dass es eine Matrix B € M, ,(C) gibt mit B? = A.

Hinweis: Betrachten Sie eine obere Dreiecksmatrix B.

Losung
Sei
A1 0 O 0
0Ox 1 0 0
0 0
A=Jyn= ) )
o -~ -0
o0 A1
00 ... 0 0 X

Wir nehmen an, dass B = b;;)1<i j<n eine obere Dreiecksmatrix (also b;; = 0 fiir
i > j) mit B2 = A ist. Dann gelten folgende Bedingungen:

e Fiir alle 1 <i <ngilt A = (B?);; = Y-, buby; = b%. Dies ist erfiillt fiir
bi; = VA=A72 firallel<i<n.
o Firl<i<n-—1gilt
i+1

n
1= (B?)q1 = sz‘lbl,i—H = Z bibriv1 = bigbiiv1+biis1bittiv: = 2V b i1
=1

=i
Dies ist erfiillt fir
1
biiv1 = s

e Firl<i<n-—2gilt

1
- A—1/2§ firalle 1 <i<n— 1.

n +2
0= (B2 = bubrivo =Y bubriso
=1 =i
= biibiit2 + i1 biv1iv2 +biit2 biyoite = 2biibii12 + bit1 42
~—— N—_——
=bii+1 =bi;
Dies ist erfullt fur
1 A521 /01
bijpo=————=2>—~([—=) firl<i<n-—2.
1,042 8)\\& 9 9 < 2> ur STSN



o Fiir 1 <i<mn—3gilt
n i+3
0=(Biits =Y bubiits= Y babiiss
=1 =i
= 0iibi i3 + biiv10i11,i43 + biiyobitoivs + biir3biysits
= Qbiibi’i_;,_g + 2bz’,i+1bi,i+2-
Dies ist erfullt fir
1 - 1 ATP21 001 3
biiia — — 2 — = | == — firl<i<n-—3.
b 2V 2VABMA  16A2VA 3! 2( 2> ( 2> ==

Mit dieser Vorgehensweise konnen wir eine obere Dreiecksmatrix B konstruieren,
die B%2 = A erfiillt. Obige Rechnungen liefern die Matrix B explizit in Dimension
n < 4. Fiir beliebige n hat die Matrix B folgende Form: Die Eintrdge von B sind

0 firi>j
bij:{ ;

AZ—0=) i (3 . .
e s (-1 fiwi<y
Alternativ betrachtet man die Matrix
Vi1
C = —J
Va1 e

Man berechnte

A2V 1

C? = A 2V 1
A 2VA
A,

Die Matrix C? hat als einzigen Eigenwert A mit algebraischer Vielfachheit n und
geometrischer Vielfachheit 1. Somit ist C? &hnlich zum Jordanblock Jny = A. Es
gibt also ein invertierbares X mit

A=XC*X"1=(xCXx1)?

und wir habe A wie gewlinscht als Quadrat einer Matrix geschrieben.

b) Sei A € M, ,,(C) eine invertierbare Matrix. Zeigen Sie, dass es eine invertierbare
Matrix B € M, ,(C) gibt mit B? = A.
Losung
Da A invertierbar ist, sind alle Eigenwerte ungleich 0. Wir wissen von Satz 7.1.8



aus dem Skript, dass A konjugiert ist zu der Matrix Jp, x, B Jp, x, B... B Jpy A,

fiir gewisse ny,n2,...,ny € Z>1 und A1, Ag,..., A\, € C\{0}. Es existiert also ein
invertierbares X € M, ,,(C) mit A = X (Jy, », B Jpyn, B... B Jy, 0,.) XL Von
Teilaufgabe a) wissen wir, dass es Bi, Ba,..., B, gibt mit B? = JIn;», fiir alle

1 < < r. Insbesondere sehen wir aus der expliziten Darstellung in a), dass diese
Matrizen B; obere Dreiecksmatrizen mit VA # 0 auf der Diagonalen und somit
invertierbar sind. Definiere

By
B=X XteM,,(C).
B

Da B; fir 1 <i < r und X invertierbar sind, ist auch B invertierbar. Ausserdem
gilt

B 2 B2

B*=X X'=X X!
B, B?
Ini
=X X 1'=4
Jm)\r

wie gewiinscht.

4. Sei A eine symmetrische positiv-definite reelle n x n-Matrix. Zeigen Sie, dass eine
eindeutige reelle symmetrische Matrix B existiert mit exp(B) = A.

Losung
Zunachst zur FEindeutigkeit: Falls B existiert, wihle mit dem Spektralsatz eine ortho-
gonale Matrix @, sodass Q~'BQ diagonal ist mit Diagonaleintrigen u; € R. Dann

1st
B B Bk Q—IBQ k B
0 10=07 (L2 o= @Y wpioimo)
k>0 k>0
diagonal mit Diagonaleintrdgen Ay := e**. Also ist der Eigenraum von B zu jedem

Eigenwert 1 € R gleich dem Eigenraum von A zum Eigenwert A := e/. Daraus folgt
die Eindeutigkeit von B.

Die so gefundene Beschreibung von B kénnen wir umgekehrt zur Konstruktion von
B benutzen, ndmlich: Wahle nach dem Spektralsatz eine orthogonale Matrix @) mit
Q'AQ diagonal mit Diagonaleintrigen \; € R. Da A positiv definit ist, gilt dann
Ak > 0 und es existieren eindeutige pr € R mit e#* = A. Fiir die symmetrische Matrix
B :=Q -diag(\1,...,\n) - Q7! gilt somit

eXp(B) - Q TeXp (dlag()\l’ T 7)\n)) ) Q_l = Q : diag(lu’lv ce 7/J'n) : Q_l =A.



5. Es sei V' = M3 2(C). Zeigen Sie, dass folgenden Matrizen Basen von V' bilden, und
berechnen Sie die entsprechenden Dualbasen.

a)
s~ )0 )00 )

Wir zeigen zuerst, dass B linear unabhéngig (iiber C) ist. Seien a1, ag, a3, a4 € C

mit
0 0 1 0 0 1 00 -1 0
(0 8) = (o ) ren @ o) o3 0) v (3 2)
_ (Gl — Oy a2
- Qa3 —Q1 — Oy '
Es folgt a1 = ags = a3 = ay = 0. Somit ist B linear unabhéngig. Da dim(V') = 4
ist, ist B somit eine Basis von V.

Die Dualbasis von B = (e, €2, e3,e4) ist B* = (A1, A2, A3, A1), wobei die linearen
Funktionen ); : V' — C folgende Bedingungen erfiillen:

(Ais ) = 0ij.

Die Funktion A; ist von der Form A\ <CCL b) = m1a + m2b + n3c + nud fiir gewisse

d
n; € C. Die geforderten Bedingungen sind

m—m=1
n2 =0
ns =20
—m —na=0

Dies gibt n; = %,772 =n3=0,n4 = —%. Somit ist also

a b a—d
Al(c d>_ 2

a b
Ag(c d>_b
a b
)\3( d)—c

a b a+d
/\4<c d>__ 2

Analog erhalten wir

o




Alternativ kénnen wir Matrizen <Z b) € M5 5(C) mit Vektoren

d

L O oL

identifizieren und erhalten

1 0 0 -1

0 1 0 0

B= ol’{fol’l1]’1 O

-1 0 0 -1

und als Dualbasis

1/2 0 0 —1/2

. 0 1 0 0

B = 0 1o’ 1})° 0
-1/2 0 0 —1/2

Losung
Aus

0 0 . al +tae  taq + ag
<0 0> - ( as (1+i)044>
folgt a1 = ae = a3 = a4 = 0. Somit ist B linear unabhéngig iiber C und wegen
dim(V) = 4 = dim(B) eine Basis von V.
Die duale Basis B* = (A1, A2, A3, \y) von B berechnet man wie in a). Fiir A\; erhélt
man die Gleichungen

m -+ =1
m =20

ne+mn3=0
(L+i)na =0

a b . .
A1 <c d> = —ib+ic

und somit

Analog berechnen wir




6. Sei B = (v1,...,vy,) eine geordnete Basis von V' = K" und A € M, ,(K) eine inver-
tierbare Matrix.

a)

Zeigen Sie, dass By = (Avy, ..., Avy,) eine Basis von K" ist.
Losung
Seien ay,...,a, € K so, dass

0=a1Avi + ...+ a,Av, = A(aqvr + ... + anuy)

gilt. Da A invertierbar ist, folgt daraus aber ajvi + ... + ayv, = 0. Da B =
(v1,...,vy,) eine Basis ist, folgt a1 = ... = a;, = 0. Somit ist By linear unabhéngig.
Da dim(B;) = n = dim(V) ist, ist By folglich eine Basis von V.

Sei B* = (A1,...,A,) die Dualbasis von B. Berechnen Sie die Dualbasis von Bj,
in Abhéangigkeit von B* und A.

Losung
Wir zeigen zunéchst folgende Charakterisierung der Dualbasis: Sei
M := (v |va]|...|vp)
die Matrixdarstellung von B beziiglich der Standardbasis (e1, ea,...,e,) von K",
also v; = Y -, (vi)ie;. Sei analog
M* =M | A2 .o ] An)

die Matrixdarstellung von B* beziiglich der Standardbasis (e}, 3, ..., ) von (K")*

[das heisst e} (z) = z; ist der i-te Eintrag von z|, also A\; = Z?Zl()\i)le?‘.
Dann gilt: B* ist die Dualbasis von B genau dann, wenn {M*)M = 1,, gilt.
Wir wissen, dass B* genau dann die Dualbasis von B ist, wenn \;(vj) = d;; ist.
Ausserdem gilt
n n n
Ai(vg) = Z()\z‘)lef(vj) = Z(/\z‘)l(vj)z = Z(M*)liMlj

1 =1 =1

o~
I

("(M*))aMy; = ((M*)M);;

I
NE

-
Il

1

Somit ist B* tatséichlich genau dann die Dualbasis von B, wenn ‘(M*)M = 1,, ist.
Die Annahme in der Aufgabe ist, dass B* die Dualbasis von B ist. Somit gilt nach
obiger Charakterisierung *(M*)M = 1,. Nun wenden wir die Charakterisierung
nochmals an mit B und ihrer Darstellungsmatrix AM anstelle von B und M. Wir
suchen also eine Matrix C' mit *CAM = 1,,. Dann ist dieses C' die Darstellungsma-
trix der gesuchten Dualbasis von Bj. Wir haben {(M*)A™'AM = {(M*)M = 1.
Es folgt, dass die gesuchte Matrix C' = {({(M*)A™!) = {(A~1)M* ist.

7. Sei V = R3 und W C V das Erzeugnis von

1 2
v=1-21, vo = |1
-1 3

11



a)

b)

Berechnen Sie die Dimension von W.

Losung

Da v; und vy linear unabhéngig sind, ist dim(W) = 2.

Berechnen Sie eine Basis vom orthogonalen Komplement von W im Dualraum V*.

Losung
Das orthogonale Komplement von W in V* ist per Definition

L= eV*| (\w)=0 fiir alle w € W}.

a
Folglich ist A € W genau dann, wenn <)\, b > = na + n2b + n3c die Bedin-

c
gungen

0= (\v1) = (A —771—2?72—773

W = N

0= (\ ) = <

>:2771+772+3773

erfiillt. Dies ist genau dann der Fall, wenn 1, = 79 = —n3 ist. Somit ist W ein
a

eindimensionaler Unterraum von V*  der von A gegeben als A [ b ]| =a+b—c¢
c

erzeugt wird. Somit ist B = (\) eine Basis von W,

8. Sei W ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K = R oder C und sei f € End(W)
ein Endomorphismus von W. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

2)

A € Kist genau dann ein Eigenwert von f, wenn A ein Eigenwert der transponierten
(= dualen) Abbildung ®f ist.

Losung

Wir erinnern uns, dass die Zuordnung f ~ !f linear ist und dass f genau dann
ein Isomorphismus ist, wenn ¢ f ein Isomorphismus ist. Damit gilt {(f — Aidy) =
tf—Xidjy, = tf —XNidy~. Da W und W* endlich-dimensional sind, ist eine lineare
Abbildung W — W bzw. W* — W* genau dann bijektiv, wenn sie injektiv ist. Sei
nun A € K ein Eigenwert von f, d. h. sei die Abbildung f — Aidy nicht injektiv.
Dies ist genau dann der Fall, wenn sie nicht bijektiv ist. Dies tritt genau dann
ein, wenn ‘(f — Aidw) = 'f — Nidw+ nicht bijektiv ist, also genau dann wenn
tf — Xidy« nicht injektiv ist. Das ist aber die Bedingung dafiir, dass A\ Eigenwert
von !f ist.

Sei p € K[X] ein Polynom. Dann gilt: Ist A € K ein Eigenwert von f, so ist p(\)
ein Eigenwert von p(f).

Losung

Seien A € K ein Eigenwert von f und v ein zugehdriger Eigenvektor. Wir halten

12



zunichst fest, dass f'(v) = A fiir alle i > 0 gilt. Sei p € K[X] ein Polynom der
Form p(X) = 371" a; X*. Dann gilt p(f)(v) = (X Lo aif')(v) = Y igaif'(v) =
YorgaiNv = (300 aiX)v = p(A)v, also ist p(\) Eigenwert von p(f).

13



