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1. Sei (V,(-|-)) ein endlich dimensionaler euklidischer Raum und sei

a)

g:V — V* gegeben durch v — (g(v) : w— (w|v)).

Zeigen Sie, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Wir bezeichnen mit h: V* — V die
Umkehrabbildung von g.

Zeigen Sie, dass fiir A € V* und v € V gilt

(h(A)|v) = (A, 0).

Loésung
Zunéchst einmal ist die Abbildung ¢ linear, da das Skalarprodukt linear ist: Fir
alle « € R und vy, vo,w € V gilt

glawr +v2)(w) = (w | avy +v2) = afwlvr) + (wlvz) = (Ag(v1) + g(v2)) (w).

Injektivitdat: Sei v € V mit g(v) = Oy~, also (w|v) = 0 fiir alle w € W. Insbeson-
dere gilt also (v|v) = 0. Wegen positiver Definitheit folgt v = 0.

Surjektivitdt: Sei A € V*. Sei (eq,...,e,) eine geordnete Orthonormalbasis von
V. Definiere z :=>_;" (A, e;)e;. Dann gilt

g(@)(es) = (ejla) =D (N ei) {ejles) = (A, e5) = Aley)
i—1 SN——
=5y,
fiir alle 1 < j < n. Somit ist g(x) = A und folglich ist g surjektiv.
Fir 1 <j <n gilt

n n

(h(Nlej) = O (N eeiles) =Y (h e (eiles) = (A e5),
i=1 i—1 T
=0y
was die Identitét beweist.
Sei B = (v1,...,vy,) eine geordnete Orthonormalbasis von V. Zeigen Sie, dass die
Dualbasis B* = (g(v1),...,9(vy)) ist.

Loésung
Fir alle 1 <14,7 < n gilt

g(vi)(v5) = (vjlvi) = 6y

Dies ist gerade die Charakterisierung einer Dualbasis.



c) Sei f € Endr(V) ein Endomorphismus auf V. Zeigen Sie, dass
holf = f*oh € Homg(V*,V)

gilt, wobei f* die adjungierte Abbildung ist.
Loésung
Wir miissen zeigen, dass

Fr(h(X) = h("f(N))

gilt fiir alle A € V*, oder #quivalent dazu g(f*(h()\))) = tf(\). Fiir alle ve V
berechnen wir

(g(f*(R(N)),v) = (f*(RN)|v) = (AN f(v)) = X, F(v)) = {F(N),0)

und das Resultat folgt.
d) Sei W C V ein Unterraum. Seien

whewd — £ e V| (v|w) = 0 fiir alle w € W}
und
WL dual _ {AeV* | (A\w) =0 fir alle w € W}

das orthogonale und das duale Komplement von W. Zeigen Sie, dass g (WJ-’eukl) =
WJ_,dual gﬂt

Losung

Es gilt

g (Wl:e“kl) =g({v eV | (vJw) =0 fiir alle w € W})

={g(v) e V* | v €V mit (v|w) =0 fiir alle w € W}
~——
=(wlv)=g(v)(w)
={g(v) € V* | (g(v),w) = 0 fiir alle w € W}
={AeV*| (\w) =0 fiir alle w € W}
— WJ_,dual

wobei die zweitletzte Gleichheit gilt, da g nach a) ein Isomorphismus ist.

2. Sei B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V und B’ = (wy, ..., w,,) eine geordnete
Basis von W. Sei B™* = ({1,...,4y,) die zu B’ duale Basis von W*. Zeigen Sie, dass
fiir jede lineare Abbildung f: V — W gilt

Mat(f; B, B/) = (Ek(f(vz))) 1<k<m -
i<

Lo6sung
Die Darstellungsmatrix A := (a;j)i; := Mat(f; B, B’) von f beziiglich B und B’ ist



definiert durch das kommutative Diagramm

KngKm

lq?B lq)B/
f

V——W,

wobei @ g, ® 5/ die von den geordneten Basen B bzw. B’ induzierten Abbildungen sind.
Sei (e1,...,ey,) die Standardbasis von K™ und sei (€],...,e,,) die Standardbasis von
K™ Firalle:=1,...,n gilt

f(vi) = f(®p(ei) = P (falei) = Pp(Aei) = Ppr(ari; aziy - - -, ami) = Zajiwj
j=1

und damit fiir alle £ =1,...,m auch

Ce(f(vi)) = ) ajili(wy) = ak; .
k zj: g1 L\ Wy k

=6k,

. Sei U C V ein Unterraum. Betrachten Sie die linearen Abbildungen
i:U—V, u—u (Inklusion)

m:V = V/U, v— Ay, (kanonische Projektion).

Zeigen Sie, dass die zu 7 transponierte Abbildung ¢z (V/U)* — V* ein Isomorphismus
von (V/U)* auf den Kern der zu i transponierten Abbildung ‘i: V* — U* ist.

Loésung
Wegen 'io i = t(moi)=t0=0ist Bild(‘r) C Kern(%:).

Fir jedes Element A : V — K in Kern(:*) gilt A(v) = 0 fiir alle v € U, also
U C Kern(A). Nach Proposition 10.3.7 existiert eine eindeutige lineare Abbildung
A:V/U — K mit Aon = ), also mit ‘7(\) = A\. Die Abbildung

7 (V/U)* — Kern(%)

ist somit surjektiv. Die Injektivitéat folgt aus der Surjektivitat von 7w : V' — V/U, siehe
Proposition 8.2.6 aus dem Skript.

. Sei V = R[X]. Fiir n € Z>( betrachten wir die Unterrdume
W, :={P eV |P(0)=P(0)=...= PM™(0) =0}

und
Up :={P €V |deg(P) <n}

von V. Finden Sie einen Isomorphismus V/U, — W, und einen Isomorphismus
V/ W, = U,.



Loésung
Definiere

fL:V—W, durch aptaiz+.. .+anx"+an+1m”+1+. cAa,™ an+1m"+1+. cAanx™.

Nach Definition ist fi eine lineare surjektive Abbildung mit Kern(f;) = (1,x,2?%,...,2") =
U,. Nach Proposition 10.3.2 existiert ein eindeutiger Isomorphismus g; : V/U,, — W,
mit g1 o p = f1. Dieses g; ist der gesuchte Isomorphismus.

Definiere

fo:V — U, durch agtaiz+...+anz"+an1z2" .. Famz™ — aptaiz+. . Aapz™.

Nach Definition ist fa eine lineare surjektive Abbildung mit Kern(fo) = (2”1, 2"*2, ... 2™) =
W,,. Nach Proposition 10.3.2 existiert ein eindeutiger Isomorphismus gs : V/W,, — U,
mit go o p = fo. Dieses g9 ist der gesuchte Isomorphismus.

. Sei V =R? und sei W C V der Unterraum, der vom Vektor f; = e + ...+ e5 erzeugt
wird, wobei (e;) die Standardbasis von R® ist. Sei g : V — V die lineare Abbildung

1 T2 + T3+ x4+ 25
T2 r1+T3+T4+ 75
glxs | = |x1+tr2+24+25
T4 r1t+x2t+ T3+ 75
Ts5 T1t+2T2+ 23+ T4

a) Fir 2 < ¢ < 5 definiere f; := ey — e;. Zeigen Sie, dass B = (fa, f3, f1, f5) ein
Unterraum W’ von V erzeugt mit W & W’/ = V.

Losung

Wir wollen zuerst W N W' = {0} zeigen. Sei also v € W N W’'. Dann gilt
v =qa1f1 = asfo+ agfs + asfs + asfs. fir gewisse aq,...,a5 € R. Wir haben
also

v = ag(e1—ea)+asz(er—es)+tau(er—es)+as(e1—es) = (aat+asz+astas)e; —ares—azes—oues—ases.

Auf der anderen Seite gilt

v = a1f1 = aje; + ajes + ajes + ajeq + ajes.Dies gibt uns die Bedingungen

a1 = a2 + a3+ a4 + Qs

a1 = —Q9
Q1 = —a3
a1 = —0y
a1 = —as,



die nur fiir o1 = a9 = a3 = a4 = a5 = 0 erfiillt sind. Also ist v = 0 und somit
W NW' = {0} wie gewiinscht.

Nun wollen wir noch zeigen, dass WUW' = V gilt. Wir konnen e, ..., e5 schreiben
als

61:%(f1+f2+f3+f4+f5)

5
1
€= f1—4fi+2fj
7j=1
J#i
Zeigen Sie, dass W und W' invariant unter g sind.

Losung
Wir miissen zeigen, dass g(W) C W und g(W’') C W’ gilt. Wir berechnen g(f;) =

1 4
1 4
glil=1al=apew
1 4
1 4
1 —1
-1 1
g(fe)=g 0 [=]0 | =—foecW
0 0
0 0
1 -1
0 0
g(fs)=g|-1|=] 1 |=-fseW
0 0
0 0
1 -1
0 0
g(f)=g| 0 [=] 0 [=—faeW
-1 1
0 0
1 -1
0 0
gfs)=g|l 0 |=| 0 |==-fseW".
0 0
-1 1

Folglich sind W und W’ invariant unter g.

Sei Vi = V/W und p : V' — Vj die kanonische Projektion. Zeigen Sie, dass (p(f2),.-.,p(f5))
eine Basis von V) ist. Berechnen Sie die Matrix des von g induzierten Endomorphismus
von V7.



Losung
Wir priifen zuerst lineare Unabhéngigkeit von p(fa),...,p(f5). Seien dazu ag,...,a5 € R
mit

0=agp(f2) +... +asp(fs) =plaafo+ ...+ asfs5).
Es folgt, dass ag fo+...+ a5 f5 € W ist. Da aber nach Definition von W’ auch asfo+...+
asf5 € W' ist und WN W' = {O} ist, folgt 0 = asfo + ... + asfs = (042 + ...+ 045)61 —
ageg — ... — age; und somit ag = ... = a5 = 0 wie gewiinscht.
Wegen dim Vi dim (V/W) =dimV —dim W =5 —1 =4 ist (p(f2),,p(fs)) eine Basis von
Wi

Wir betrachten das kommutative Diagramm

1% g 1%

ip !

Vi=V/W 2oy =V/W

Wir miissen berechnen, was der von g induzierte Endomorphismus § mit den Basisele-
menten p(f;) fir 2 < ¢ <5 macht. Wir rechnen

g(p(fi)) = p(g(fi)) = p(=fi) = —p(fi)

fir alle 2 < ¢ < 5, wobei wir g(f;) = —f; aus Teilaufgabe c) benutzt haben. Somit ist
§=—1Idy, = —1a.
Fiir welche folgenden lineare Abbildungen ¢; : V' — E gibt es eine induzierte Abbildung
V/W — E?

e E=R, gi(z) =21 +x2+ 23+ 24 + 5

« £—RZ ga(z) = (1‘1 —4x9 + 623 — 4ay —I-:B5>

T1+ X2 — T3 — T4
o E=R[X], gs(z) = (v2 — 21) X* + (23 — 229 + 1) X — 4(x4 — 3x3 + 324 — 25)
_ _ 1 To — I

* b= M2’2(R)’ g4(:c) o <2x5 — X4 — X1 X1+ T2 — 23;3 — 33;5)
Loésung
Nach Proposition 10.3.7 miissen wir jeweils priifen, ob W C Kern(g;) ist, also ob g;(f1) =0
ist.

o Esist gi1(f1) = gi(e1+...4+e5) =5 # 0 und somit existiert keine induzierte Abbildung

V/W — E.

e Esist go(f1) = <8>, also existiert eine induzierte Abbildung V/W — E.
e Esist g3(f1) = 0X24+0X +0 = 0, also existiert eine induzierte Abbildung V/W — E.

e Esist g4(f1) = <(1) _03> # 1g, also existiert keine induzierte Abbildung V/W — E.



