Prof. Emmanuel Kowalski Linearea Algebra II

Serie 5

1. Der Satz von Cayley-Hamilton besagt Folgendes:
Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei f € Endg (V') ein Endomor-
phismus mit charakteristischem Polynom char¢(¢). Dann gilt chars(f) = 0.

a) Beweisen Sie den Satz von Cayley-Hamilton fiir diagonalisierbare Endomorphis-
men.

b) Eine Matrix N € Maty, (C) heisst nilpotent, falls es ein k € Z>; gibt, sodass
N* =0 ist. Zeigen Sie, dass eine Matrix N € M,,,, (C) genau dann nilpotent ist,
wenn 0 der einzige Eigenwert von N ist (iiber C).

2. a) Sei K ein Korper und V = K?" fiir ein n € Z>1. Wir definieren eine Funktion

b:VxV —K

b(vv ’LU) = § (’1)21;111)21' - U2iw2i71) = Vw2 — VW1 + ... + Vap—1W2p — V2nW2n—1,
i=1

fir alle v = (Ui)1§i§2n und w = (wi)1§i§2n'
Zeigen Sie, dass b eine Bilinearform auf V ist.

Ist b symmetrisch?

Ist b alternierend (also b(v,v) = 0 fiir alle v € V')?

b) Priifen Sie nach, dass die Funktion
b: Myn(R) x My ,(R) — R, (A, B)+— Tr(*A- B)
eine positive Bilinearform auf den R-Vektorraum M, ,(R) definiert.

3. a) (Parallelogrammidentitét)
Sei (V, (-,+)) ein Euklidischer Raum. Zeigen Sie

o+ wl|[* + v — w||* = 2 (|[v]|* + ||w||?) fiir alle v,w € V.

b) (Polarisationsformel)
Sei (V|| - ||) ein normierter Raum, in dem die Parallelogrammidentitéit gilt. Zeigen
Sie, dass
1
(v, w) = 5 ([lo +wl* = [[o]l* = [w]l*)
ein Skalarprodukt auf V' definiert, das die gegebene Norm induziert.



4. Sei V :={f : [0,27] — R stetig} der Vektorraum der reellwertigen stetigen Funktionen
auf [0, 27]. Priifen Sie, dass

1

27
(f.9) =5 ; f(z)g(z)dx

ein Skalarprodukt auf V' definiert.
Zeigen Sie ausserdem, dass die Menge {c¢,, spm | n > 0,m > 1}, wobei

co(z):=1 , cp(x):=v2cos(nz) fiir n>1 und s, (x) = v2sin(mz) fir m > 1
eine orthonormale Teilmenge von V ist.

5. Seien fi, fo und g stetige reell-wertige Funktionen auf einem gegebenen Intervall [a, b]
(mit @ < b). Sei zudem g > 0. Zeigen Sie die folgende Ungleichung:

= (/ b heraa) ([ b h(efgla)ds )

6. Betrachten Sie den Euklidischen Raum (R3, (-,-)), wobei (-,-) das Standardskalarpro-
dukt bezeichnet. Benutzen Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren,
um aus den folgenden gegebenen geordneten Basen geordnete orthonormale Basen zu
berechnen:

| ' i) P@)g(x)da

5 0 3
a) 2 01,11 |,|-7
—1 —1 1
1 —2 0
b ([1].[1],] 3
0 1 —1

7. Betrachten Sie R? mit dem Standardskalarprodukt. Gegeben sei eine Ebene durch die
Gleichung
20 —y+42 =0.

Finden Sie eine orthonormale Basis dieser Ebene.



