Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra II

Serie 6

1. Sei V = {p(x) = c32® + cox? +c17+co | ¢; € R} C R[z] der Vektorraum der Polynome
mit reellen Koeffizienten von Grad kleiner gleich 3. Sei B = (p1, p2, p3, pa) C V definiert
durch

pi@) =z pz)=2>+2 p3(x) =2 +22+1 py(z) =2 +2%+2.

a) Verifizieren Sie, dass B eine Basis von V ist.

b) Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren sowohl auf die Standardbasis £ = (1, z, 22, z°)
als auch auf B beziiglich dem Skalarprodukt

1
(p,q) = / p(z)q(z)dx

~1
an, um orthonormale Basen € und B zu finden. Priifen Sie nach, ob ihr erhaltenes
Resultat tatséchlich stimmt.
c) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix Mg, von & nach &.

d) Kénnen Sie die Transformationsmatrix M z , fiir eine beliebige Basis A bestim-
men, wobei A die ONB bezeichne, die man durch das Gram-Schmidt Verfahren
erhilt? Uberpriifen Sie Thre erhaltene Matrix M i4» indem Sie die Standardbasis
& verwenden und mit Teilaufgabe c) vergleichen.

2. Ein Unterraum U von R? mit dem Standardskalarprodukt sei aufgespannt von den

1 -1
beiden Vektoren | 1 | und 1
1 0

a) Bestimmen Sie eine beliebige Orthonormalbasis von U.

b) Legen Sie mit Hilfe dieser Basis die Orthogonalprojektion auf U und die Ortho-
gonalprojektion auf U+ je durch ihre Koordinatenmatrizen bzgl. der kanonischen
Basis fest.

c¢) Bestimmen Sie je ein lineares Gleichungssystem mit Losungsmenge U bzw. U+,

3. Seien Py, Py : R? — R3 die orthogonalen Projektionen auf die Ebene By = {x + 3y =
2z} respektive By = {x = y}. Geben Sie die Matrix von P;, Py und P; o Py beziiglich
der Standardbasis von R? an!

4. Ein Unterraum U von R3 mit dem Standardskalarprodukt sei aufgespannt von den

1 0
beiden Vektoren vy = | 1] und vo = [ 2
1 1



a) Bestimmen Sie je eine Orthonormalbasis von U und von U*.

b) Geben Sie die Darstellungsmatrizen der Orthogonalprojektionen R? — U C R3
auf U und R? — U+ C R? auf U' an beziiglich der Standardbasis von R3 und der
jeweiligen Basis aus a).

5. Es sei V = M, ,(R) mit dem Standardskalarprodukt.

a) Zeigen Sie, dass (A|B) = Tr(*AB) ein Skalarprodukt auf V ist. Geben Sie ein

Beispiel einer Orthonormalbasis von V' an.

b) Sei C' € V eine Matrix. Wir definieren f: V' — V durch f(A) = AC. Zeigen
Sie, dass f ein Endomorphismus von V ist, und bestimmen Sie die adjungierte
Abbildung f* beziiglich dem Skalarprodukt aus a).

6. Sei A € M, ,(R) eine invertierbare Matrix. Wir definieren eine Matrix B = 'AA.
Zeigen Sie, dass B symmetrisch ist, und dass b(z,y) = 'z By ein Skalarprodukt auf R™
definiert.

7. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum und sei f ein Endomorphismus von
V. Wir definieren einen Endomorphismus g von V' durch g = f* o f. Zeigen Sie, dass
ker(g) = ker(f) ist.



