Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra II

Serie 8

1. Fihren Sie eine Hauptachsentransformation mit

0 1
=1 )
durch, das heisst finden Sie eine orthogonale Matrix X und eine Diagonalmatrix D, so
dass D = X 1AX gilt.

2. Sei V = R?. Berechnen Sie die Singuldrwertzerlegung des Endomorphismus f = f4

mit
1 1
A:<0 1).

3. Welche der folgenden drei reellen symmetrischen Matrizen sind positiv definit?

3 3 2 3 3 0 -1 0
6 3 4
3 1 1 2 0 6 1 1
A= 2 1 2 1) B = i ; 2 , Ci= -1 1 8 2
3 2 1 3 0O 1 2 5
4. Ein Polynom P € R[zy,...,z,] in n Variablen heisst homogen vom Grad k, falls

P(zy,..., xn) = NP(zy,...,2,) fiiralle A € R

gilt. Zeigen Sie, dass jede quadratische Form ein homogenes Polynom vom Grad 2 ist
und dass umgekehrt jedes homogene Polynom vom Grad 2 eine quadratische Form ist.

5. Sei () eine quadratische Form auf V' = R" und sei b die dazugehorige Bilinearform. Sei
(v1,...,vy) eine Basis von V. Seien p,q € Z>; und t1,...,tp+q € Rsp so, dass
Qz) = t1yi + -+t — tp1Yprs = bprgUpag
gilt fiir

n
x:ZywieV mit y1,...,Y%, € R.
i=1

Wir definieren

p' = max{dim(W) | W C V so dass b|wxw ein Skalarprodukt ist}.

a) Zeigen Sie, dass p’ > p gilt.

b) Sei W C V ein Unterraum der Dimension dim(W) > p 4+ 1. Zeigen Sie, dass es
einen Vektor v € W\{0} gibt, der eine Linearkombination von (vpy1,...,vy) ist
und Q(v) < 0 erfiillt. Folgern Sie, dass p’ = p gilt.



6. Sei @ eine quadratische Form auf V = R" und sei b die dazugehorige Bilinearform. Wir
nehmen an, dass ) # 0 ist. Ziel dieser Aufgabe ist es ein einfaches Rezept anzugeben,

mit dem man eine geordnete Basis (v1,...,v,) von V und p,q € Z>¢ finden kann, so
dass

Q@) =yi+  + Uy —Yps1 — — Ypig
gilt fiir

:U:ZywiEV mit y1,...,yn € R.

)

a) Zeigen Sie, dass es einen Vektor v € V mit Q(v) =1 oder Q(v) = —1 gibt.
b) Sei v € V so, dass Q(v) € {£1}. Zeigen Sie, dass der Raum W = {w € V |
b(w,v) = 0} Dimension n — 1 hat.

c¢) Folgern Sie die Aussage per Induktion iiber n.

7. Sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum. Sei f € Endr(V') ein Endomor-
phismus mit Rang 1.

a) Zeigen Sie, dass es Vektoren vy, ve € V\{0} gibt, so dass

f(v) = (v|vr)va
fiir alle v € V.
b) Finden Sie die Singularwertzerlegung von V' beziiglich v; und vs.
c) Was ist die Adjungierte von f?

d) Driicken Sie die Resultate von den Teilaufgaben a), b) und ¢) im Falle V- = R"
mit dem Standardskalarprodukt mit Matrizen und Vektoren aus.

8. Sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum und sei f € Endg(V') ein Endo-
morphismus von V.

Seien By = (v1,...,v,) und By = (wy,...,w,) geordnete Orthonormalbasen von V.
Sei 7 < n und seien o1,...,0, € Ryg so, dass

F) =" oi(vlvi)w;
i=1

die Singuldrwertzerlegung von f ist.

a) Finden Sie eine Formel fiir f* in Abhéngigkeit von B; und By und geben Sie die
Singuldrwertzerlegung von f* an.

b) Beschreiben Sie den Kern von f* und das Bild von f* in Abhéngigkeit von B; und
Bs.

c¢) Beschreiben Sie eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von f f*.

d) Berechnen Sie ||f(v)||* in Abh#ingigkeit der Singuldrwertzerlegung. Bestimmen Sie

das Maximum und Minimum des Verhéltnisses ”ﬂgﬁl)y fiir einen Vektor v € V\{0}.




