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1. Sei (V, 〈· | ·〉) ein endlich dimensionaler euklidischer Raum und sei

g : V −→ V ∗ gegeben durch v 7→ (g(v) : w 7→ 〈w|v〉) .

a) Zeigen Sie, dass g ein Isomorphismus ist. Wir bezeichnen mit h : V ∗ → V die
Umkehrabbildung von g.
Zeigen Sie, dass für λ ∈ V ∗ und v ∈ V gilt

〈h(λ)|v〉 = 〈λ, v〉.

b) Sei B = (v1, . . . , vn) eine geordnete Orthonormalbasis von V . Zeigen Sie, dass die
Dualbasis B∗ = (g(v1), . . . , g(vn)) ist.

c) Sei f ∈ EndR(V ) ein Endomorphismus auf V . Zeigen Sie, dass

h ◦ tf = f∗ ◦ h ∈ HomR(V
∗, V )

gilt, wobei f∗ die adjungierte Abbildung ist.

d) Sei W ⊂ V ein Unterraum. Seien

W⊥,eukl = {v ∈ V | 〈v|w〉 = 0 für alle w ∈W}

und
W⊥,dual = {λ ∈ V ∗ | 〈λ,w〉 = 0 für alle w ∈W}

das orthogonale und das duale Komplement vonW . Zeigen Sie, dass g
(
W⊥,eukl) =

W⊥,dual gilt

2. Sei B = (v1, . . . , vn) eine geordnete Basis von V und B′ = (w1, . . . , wm) eine geordnete
Basis von W . Sei B′∗ = (`1, . . . , `m) die zu B′ duale Basis von W ∗. Zeigen Sie, dass
für jede lineare Abbildung f : V →W gilt

MB,B′(f) =
(
`i(f(vj))

)
1≤i≤m
1≤j≤n

.

3. Sei U ⊂ V ein Unterraum. Betrachten Sie die linearen Abbildungen

i : U → V, u 7→ u (Inklusion)

π : V → V/U, v 7→ AU,v (kanonische Projektion).

Zeigen Sie, dass die zu π transponierte Abbildung tπ : (V/U)∗ → V ∗ ein Isomorphismus
von (V/U)∗ auf den Kern der zu i transponierten Abbildung ti : V ∗ → U∗ ist.
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4. Sei V = R[X]. Für n ∈ Z≥0 betrachten wir die Unterräume

Wn := {P ∈ V | P (0) = P ′(0) = . . . = P (n)(0) = 0}

und
Un := {P ∈ V | deg(P ) ≤ n}

von V . Finden Sie einen Isomorphismus V/Un → Wn und einen Isomorphismus
V/Wn → Un.

5. Sei V = R5 und sei W ⊂ V der Unterraum, der vom Vektor f1 = e1 + . . .+ e5 erzeugt
wird, wobei (ei) die Standardbasis von R5 ist. Sei g : V → V die lineare Abbildung

g


x1
x2
x3
x4
x5

 :=


x2 + x3 + x4 + x5
x1 + x3 + x4 + x5
x1 + x2 + x4 + x5
x1 + x2 + x3 + x5
x1 + x2 + x3 + x4

 .

a) Für 2 ≤ i ≤ 5 definiere fi := e1 − ei. Zeigen Sie, dass B = (f2, f3, f4, f5) ein
Unterraum W ′ von V erzeugt mit W ⊕W ′ = V .

b) Zeigen Sie, dass W und W ′ invariant unter g sind.

c) Sei V1 = V/W und p : V → V1 die kanonische Projektion. Zeigen Sie, dass
(p(f2), . . . , p(f5)) eine Basis von V1 ist. Berechnen Sie die Matrix des von g in-
duzierten Endomorphismus von V1.

d) Für welche folgenden lineare Abbildungen gi : V → E gibt es eine induzierte
Abbildung V/W → E?

• E = R, g1(x) = x1 + x2 + x3 + x4 + x5

• E = R2, g2(x) =
(
x1 − 4x2 + 6x3 − 4x4 + x5

x1 + x2 − x3 − x4

)
• E = R[X], g3(x) = (x2 − x1)X2 + (x3 − 2x2 + x1)X − 4(x4 − 3x3 + 3x4 − x5)

• E =M2,2(R), g4(x) =
(

x1 x2 − x1
2x5 − x4 − x1 x1 + x2 − 2x3 − 3x5

)
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