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1. Sei (V, (- | -)) ein endlich dimensionaler euklidischer Raum und sei

g:V — V* gegeben durch v — (g(v) : w— (w|v)).

a) Zeigen Sie, dass g ein Isomorphismus ist. Wir bezeichnen mit h: V* — V die
Umkehrabbildung von g.
Zeigen Sie, dass fiir A € V* und v € V gilt

(h(AN)]v) = (A, ).

b) Sei B = (v1,...,v,) eine geordnete Orthonormalbasis von V. Zeigen Sie, dass die
Dualbasis B* = (g(v1),...,g(vy,)) ist.

c) Sei f € Endr(V) ein Endomorphismus auf V. Zeigen Sie, dass
holf = f*oh € Homgr(V*,V)

gilt, wobei f* die adjungierte Abbildung ist.
d) Sei W C V ein Unterraum. Seien

Wwheskl — £ € V | (v|w) = 0 fiir alle w € W}

und

whdual — £x e v* | (A, w) = 0 fiir alle w € W}
das orthogonale und das duale Komplement von W. Zeigen Sie, dass g (WL’GUH) -
Wl,dual gilt

2. Sei B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V und B’ = (wy, ..., w,,) eine geordnete
Basis von W. Sei B™ = ({1,...,4y,) die zu B’ duale Basis von W*. Zeigen Sie, dass
fiir jede lineare Abbildung f: V — W gilt

MB,B’(f) = (gz(f(vj») 1<i<m -

1<j<n
3. Sei U C V ein Unterraum. Betrachten Sie die linearen Abbildungen
i:U—V, u—u (Inklusion)

m:V = V/U, v— Ay, (kanonische Projektion).

Zeigen Sie, dass die zu 7 transponierte Abbildung ¢z (V/U)* — V* ein Isomorphismus
von (V/U)* auf den Kern der zu i transponierten Abbildung ‘i: V* — U* ist.



4. Sei V = R[X]. Fiir n € Z>( betrachten wir die Unterraume

W, :={P eV |P(0)=P(0)=...= PM™(0) =0}

und

Up:={P eV |deg(P) <n}

von V. Finden Sie einen Isomorphismus V/U, — W, und einen Isomorphismus

V/W, = Un.

5. Sei V = R® und sei W C V der Unterraum, der vom Vektor fi=e1+ ...+ e5 erzeugt
wird, wobei (e;) die Standardbasis von R® ist. Sei g : V — V die lineare Abbildung

T
€2
g\l|T3
T4
5

T+ 2x3+ x4+ T5
T+ x3+ 24+ T35
Tr1+ X9+ x4+ T5
T+ 22+ X3+ T3
T+ 22+ 23+ T4

a) Fir 2 < ¢ < 5 definiere f; := ey — e;. Zeigen Sie, dass B = (fa, f3, f1, f5) ein
Unterraum W’ von V erzeugt mit W ¢ W’/ = V.

b) Zeigen Sie, dass W und W’ invariant unter g sind.

c) Sei Vi = V/W und p : V. — V; die kanonische Projektion. Zeigen Sie, dass
(p(f2),-..,p(f5)) eine Basis von V; ist. Berechnen Sie die Matrix des von g in-

duzierten Endomorphismus von V.

d) Fiir welche folgenden lineare Abbildungen ¢; : V' — FE gibt es eine induzierte

Abbildung V/W — E?

e E=R, gi(x) =21 +x2+ 23+ 24 + 75

e E=R? go(x) = (

x1 — 4x9 + 623 — 44 + T5
T1+ To — X3 — X4

o E=R[X], g3(z) = (v2 — 21) X% + (w3 — 220 + 21) X — 4(24 — 323 + 324 — 75)

o E=MsR), ga(z) = (

r1 T2 — 1
205 — x4y —x1 X1+ 29 — 213 — 325



