D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2015

Theo Biihler

LOsung

1. Berechne die Ableitung der Funktion x?, fiir a # 0.
Losung.
Wir schreiben x% = (eln(x))a — ealn(@)
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2. Bestimme die allgemeinen reellen und komplexen Losungen der folgenden linea-

ren Differentialgleichungen:
a) f'(x) = —f(x),

Lésung.

Mit dem Ansatz f(z) = e und f”(z) = M\?e* ergibt sich fiir das cha-

rakteristische Polynom und dessen Losungen
M 4+1=0 & Ao = Fi.
Mit ' ‘
filz) =¢e'z, fo(x)=e""

ist die allgemeine komplexe Losung der Differentialgleichung (Superpositi-

onsprinzip)

f(x) = Cifi(x) + Cafa(z) = Cre™ + Cre ™, C,,Cy € C.

Die allgemeine reelle Losung ergibt sich aus rellen Linearkombinationen von

Real- und Imaginérteil von f; und fs, also von cos(x) und sin(z):

f(z) = Ajcos(z) + Agsin(z), A, As € R.

Bitte wenden!



b)

d)

fia)=—f(x), f(0)=0, [f(0)=1,
Lésung.

Aus Aufgabe 1a) wissen wir

f(z) = Ajcos(z) + Agsin(z), f(0)=A;+A-0=0
f'(z) = —Aysin(z) + Aycos(z), f(0)=A;-0+ Ay = 1.

= Al — O, AQ - 1
Somit ist die Losung des Anfangswertproblems

f(z) = sin(z).
f'(x) = f(x)

Lésung.

Mit dem Ansatz f(x) = e’ und f”(z) = A2’ ergibt sich fiir das cha-
rakteristische Polynom und dessen Losungen

NM—1=0 & Ao = +1.

Mit
filz) =€, falz) = e

ist die allgemeine komplexe Losung der Differentialgleichung (Superpositi-
onsprinzip)

f(x) = Cifi(x) + Cofo(x) = Cre” 4+ Cre™, C:1,Cy € C.

Die allgemeine reelle Losung ergibt sich aus rellen Linearkombinationen von

Real- und Imaginérteil von f; und fs, also von e* und e™*:

f(ZL’) = A" + Age_””, Al, Ay € R,

Lésung.

Aus Aufgabe 1c¢) wissen wir

f(.T) = Alex -+ Ageix, f(O) = A1 + Ag =0
fl(x) = A1e® — Age™,  f(0)=A; — Ay =1.

Siehe nichstes Blatt!



1

= A1 = —AQ - 5
Somit ist die Losung des Anfangswertproblems
1
flx) = 5(695 — e~ ") = sinh(x).

3. Bestimme die allgemeinen reellen und komplexen Losungen der folgenden linea-
ren Differentialgleichungen:

a)

b)

E(t) — 62(t) + 252(t) = 0.

Lisung. Mit dem Ansatz x(t) = eM und () = XM, #(t) = A\2eM ergibt sich
fiir das charakteristische Polynom und dessen Losungen
N —6A+25=0 & A2 =3+ 4.
Mit ' ‘
l’l(t) _ 6(3—&-4%)1&7 ZL’Q(t) _ 6(3—4z)t

ist die allgemeine komplexe Losung der Differentialgleichung (Superpositi-
onsprinzip)

z(t) = Cray(t) + Cyao(t) = (Crel™ + Cre™), 1,0y € C.

Die allgemeine reelle Losung ergibt sich aus rellen Linearkombinationen von
Real- und Tmaginirteil von z; und x5, also von €* cos(4t) und e sin(4¢):

z(t) = Aje* cos(4t) + Age* sin(4t), Aj, Ay € R.
@ — 223 () + z(t) = 0.
Lisung. Mit dem Ansatz z(t) = eM und 22 (t) = A2eM, 2 (1) = AeM
ergibt sich fiir das charakteristische Polynom und dessen Losungen
M2 4+1=N=1)2=A-1)*A+1)’=0 < Mao=1, Ny=-—1
Mit
I (t) = etv ;U2(t) = tet7 x3(t) = €7t7 .1’4(t) = teit

ist die allgemeine komplexe Losung der Differentialgleichung (Superpositi-
onsprinzip)

z(t) = Cra1(t) + Coxa(t) + Caws(t) + Cuay(t)
= Clet + Cgtet + Cgeit + C4t€7t, Cz S C, 1€ {1, 2, 3, 4}

Die allgemeine reelle Losung ergibt sich aus reellen Linearkombinationen
von Real- und Imaginérteil von z;, i € {1,2,3,4, }:

x(t) = Are’ + Aste’ + Aze™ + Ayte™, A, eR, ie{l,2,3,4}.

Bitte wenden!



c) @(t) — (a+b)i(t) + abx(t) =0, a,b € R.

Lésung. Mit dem Ansatz x(t) = eM und 2(t) = \eM, #(t) = A\2eM ergibt sich
fiir das charakteristische Polynom und dessen Losungen

b+ /(a—0b)?
N Na4b) 4ab=0 o A,=2TF 2(“ g

Jetzt gibt es zwei Fille zu unterscheiden:

Fall 1: a # b.
M=a, d=0b = x(t)=e" 1y(t) ="
Die allgemeine komplexe Losung der Differentialgleichung ist somit
z(t) = Cha1(t) + Coza(t) = Cre™ + Cye™, C,C, € C.

Die allgemeine reelle Losung ergibt sich aus reellen Linearkombinationen
von Real- und Imaginérteil von x; und xs:

ZL’(t) = Aleat + Agebt, Al, A2 € R.

Fall 2: a =b.
In diesem Fall haben wir eine doppelte Nullstelle

Ma=a = x1(t) =€, xo(t) =te™
Die allgemeine komplexe Losung der Differentialgleichung ist in diesem Fall
ZE(t) == Cll'l(t) —|— CQZL'Q(t) = e“t(C’l —|— Cgt), Cl, CQ € C

Die allgemeine reelle Losung ergibt sich aus reellen Linearkombinationen
von Real- und Imaginérteil von x; und xs:

.Clﬁ(t) = e“t(Al + AQt), Ay, Ay € R

4. Lose die Differentialgleichungen in Aufgaben 2c) und 3a) mit folgenden An-
fangsbedingungen:

a) f'(z) - f(z)=0, f(0)=1, [f/(0)=0.
Lésung. Aus Aufgabe 2c) wissen wir
f(l‘) = Alex + Age_x, f(O) = A1 + A2 =1
f/(LU) = Alem - A2€7x, f/(O) = Al - A2 =0.
1

= A1:A2:§.

Somit ist die Losung des Anfangswertproblems

flz) = %(ex + e ") = cosh(x).

Siehe nichstes Blatt!



b)

Z(t) — 62(t) + 25z(t) =0, x(0)=0, (0)=1.
Lésung. Aus Aufgabe 3a) wissen wir
z(t) =Aie® cos(4t) + Age® sin(4t), x(0) = A; =0
@(t) =A1e® (3 cos(4t) — 4sin(4t))
1
+ Age™(3sin(4t) + 4cos(4t)), #(0)=4Ay=1 & A= T
Somit ist die Losung des Anfangswertproblems

o(t) = e 512(425)‘

5. Ziel dieser Aufgabe ist es, die allgemeine Losung der Differentialgleichung

s"(t) = a, a€R (%)

zu bestimmen.

a)

b)

Lose die Gleichung s”(t) = 0 mit Hilfe des Rezeptes aus der Vorlesung.
Losung. Der aus der Vorlesung bekannte Ansatz

u(t) =M, u(t) =X, u(t) = N%eM

ergibt fiir das charakteristische Polynom x(\) = A2, welches die zweifache
Nullstelle A = 0 hat. Somit ist die Losung dieser homogenen Gleichung
sp(t) = A+ Bt wobei A, B € R.

Sind s; und sy Losungen von (k), so 16st auch s = s; — sy die Gleichung in
a).
Lésung. Sind s1(t) und so(t) Losungen von (x), so ist s(t) = s1(t) — s1(t)
wegen

"ty =s{(t)—s{t)=a—a=0

eine Losung der Gleichung in a).

Finde eine Losung s, on ().
Losung. Zum Beispiel mit Hilfe elementarer Integration

S”<t> —

= $§'(t) a/s”(t)dt /adt: at+C
/

1
S s(t) = s’(t)dt_/at+0dt_Eat2+C’t+D, C.DeR

Da nur eine Losung verlangt ist, wihlen wir C' = D = 0, also s,(t) = 1at?.

Bitte wenden!



d) Die allgemeine Losung von (x) ist von der Form s(t) = s,(t) + s5(t), wobei
sy = 0.
Lésung. Aus a) und c) ergibt sich

1 1
s(t) = sp(t)+sn(t) = §at2+0t+D+A—|—Bt = iat2+bt+c, b:=C+B, c:=D+A.

Dies 16st (*), wie man durch Einsetzen verifizieren kann:

st)=at+0b, §'(t)=a.



