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1.

a)

b)

b)

Losungen 4

Zunéchst bemerken wir, dass das Kreuzprodukt eine bilineare Abbildung definiert,
(u+ M) x (w+ox)=uXw—+ouxz+AxXw-+ Aov X w.

Weiter ist das Spatprodukt ¢ die Komposition der Linearform ¢, : w +— u ® w mit dem
Kreuzprodukt (v, w) — v X w. Die Komposition linearer Abbildung ist wieder linear, also
wird Linearitét in den beiden Argumenten des Kreuzprodukts auf ¢ vererbt. Schliesslich
ist auch die Abbildung V — V*, u — ¢, linear, so dass man Linearitét in jedem der drei
Variablen folgert.

Der Beweis hingt von der Definition der Determinantenabbildung ab. Sei V = R3.

e Die Abbildung det : V3 — R kann als eindeutig (bis auf skalares Vielfache) definierte
Trilinearform definiert werden, die alternierend ist. Man priift, dass wegen Symme-
trie des Skalarproduktes e und Antisymmetrie vom Kreuzprodukt x das Spaltprodukt
ebenfalls diese Eigenschaft hat. Da det und das Spatprodukt die Identitétsmatrix auf
1 Abbilden, definieren sie also die gleiche Trilinearform.

e Alternativ nutzt man die Leibnizformel: Fiir die Matrix definiert aus den Vektoren
u, v, w gilt, dass

det (u, v, w) = v'v*w? — u'v3w? — v?o'w? + V3w — wdvlw? + udview!
— ul(v2w3 _ v3w2) _ u2(vlw3 _ 1}311)1) _ uS(Ule _ v2w1)

=Uuev Xw

Nutzt man erstere Definition von Aufgabe b), ist dann det per Definition multilinear. Nutzt
man die Leibnizformel (oder allgemein die Regeln zur Berechnung von det via Unterde-
terminanten, i.e. “Laplacescher Entwicklungssatz”), entwickle man zuerst nach der Spalte,
fiir die man Linearitit zeigen will.

Wir haben
det (G—=A1)=(1-X)(5-)) —4=7—6\+1.

Durch Anwendung der Binomischen Formel finden wir Ay = 3 + 2v/2.

Wir 16sen das Gleichungssystem

al +2a% = Apal
2a} +5a2 = Aid.

von Hand: Wir 1ésen die erste Zeile nach a% = al (Ax — 1) auf und sehen, dass mit der
Wabhl die zweite Zeile automatisch erfiillt ist. Damit ist ist fiir alle a # 0

”“{miﬂﬂ

ein Eigenvektor von A.

Bitte wenden!



c) Da
g(vy,v-) =viGu_ = A_viv_ = A_(a* +a* —2a%) =0

stehen die Vektoren vy und v_ orthogonal aufeinander. Wir wihlen nun a = ay, so dass
gve,ve) = vIGue = vI Loy = 2a2(10 £ 7V2).

Damit {vy,v_} eine orthonormale Basis beziiglich g bilden, withlen wir a; so dass 2a3(10+
7\/5) = 1. Dann besteht A aus den Vektoren

e (al(l(ili ﬁ)) '

a) Zunéchst beschreiben wir die Transformationsmatrix L von & (Standardbasis) nach B.
Diese ist gegeben durch

2 11
L=]1 0 0
0 3 1

Damit ist der Basiswechsel von B nach £ durch die Matrix

L1 0 2 0
A=L""= 3 -1 2 1
3 —6 -1

beschrieben. Sei G die Matrix von ¢ beziiglich £. Dann gilt
(5”' = g(b“ b]) = g(Lei, Lej) = (Lei)TGLej = G;ILTGLGJ' = (LTGL)Z]

d.h., 1 = LTGL. Damit bekommen wir, dass

. L5 10 -2
G=(L") L'=A"A= 5| -0 22 4
-2 4 1

b) Zunichst berechnen wir g(v,v) beziiglich &, also
g(v,v) = (2,1,3)G(2,1,3)" = (=3,7,3/2)(2,1,3)" = 11/2.

Andererseits ist [v]g = A[v]e = 1(2,3,-3)7 und damit g(v,v) = (1,3/2,-3/2)1(1,3/2,-3/2)T =
11/2.

a) Wir schreiben die Koordinaten von einer Matrix A als A;;, so dass
(AB)ij = AiBr;

wobei wir implizit {iber k£ summieren. Da Az; = A,;;, haben wir

Jis
Spur(ATB) = Ay Br;

mit Summation iiber k£ und 4. Aus dieser Formel lesen wir sofort Symmetrie zwischen A
und B ab, da Ag; Br; = By;Ar; und auch Bilinearitéit: Ist C eine weiter Matrix und A € R
dann

(A + C)piBri = MgiBri + CriBpi.

Siehe nichste Seite!



b) Die Matrix B einer Bilinearform S bzgl. der Basis

Die Dualbasis {e'} beziiglich € sind dann genau die Koordinatenformen, also fiir m = m'E;,
g'(m) = m® gibt die Komponente. Wir sehen zugleich Spurg; (m?n) = &'(m)ei(n).

Da [Spurg;]g. = LT [Spurg;]e. L, wobei L die Transformationsmatrix von £ nach B ist,

e={m-(

1 0 0 1 0 0
0 0>7E2_<0 0>aE3_(1 0>aE4—<

ist definiert als B;; = S(E;, E;). Fur die Spur ist es am einfachsten, direkt ET E; auszurech-
nen und die Summe der Diagonalelemente zu nehmen. Aus den 16 Kombinationen sehen
wir, dass es auf der Diagonale von F;FE; nur Eintridge geben kann, wenn beide i = j = 1
und i = j = 4, oder wenn i = 2,j = 3 und j = 2,i = 3, d.h. wenn E! =
bekommen

1

brauchen wir nur noch L zu berechnen;

Dann ist

1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
=1y 1 1
1 1 1 1
1 1 -1 -1
o 11 -1 -1 1
(L)_41—11—1
11 1 1

Also LT BL = 4L7'L = 41I. Also Spurg; (mTn) = 4¢*(m)e'(n).



