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1. a)

b)

Losungen 6

Zunéchst beschreibt man V: Die Gleichung A = A* fiihrt zu
a11 = Q113022 = Q22 € a11,a22 € R
und
alg = a21-

V ist also 4-dimensional, und zum Beispiel parametrisiert durch a,b,c,d € R

a b—ic
b+ic d ’

Wir sehen, dass die Elemente o; und o4 den Unterraum ( O> und o9 und o3 den

a
0 d
b—ic
b+ic 0
Dimensionsgriinden ist {o;} eine Basis.

Unterraum ( ) aufspannen und damit insbesondere auch V erzeugen. Aus

bi1 b
Zunéchst zeigen wir, dass g ein Skalarprodukt definiert. Seien B = ( 511 b12 ) und A =
12 b2

( gll 312 ) in V, dann Spur(B*A) = Spur(BA) = Spur(AB) = Spur(A*B) Symmetrie
12 622

von g zeigt, wobei die mittlelere Gleichung die Zykluseigenschaft der Spur nutzt (oder

alternativ folgender Rechnung abgelesen werden kann). Weiter ist

Spur(AB) = a11b11 + azzbaz + a12b12 + G12b12

= a11b11 + ageboz + a12bia + a12b12 = a11b11 + azbaz + 2R(a12b12)

in der Tat reellwertig. Ist A = B, dann Spur(AA) = a?; + a3y + 2|a12|> > 0 ausser wenn
A = 0. Wir haben gezeigt, dass g ein Skalarprodukt definiert.

Per definition ist g;; = g(0;, 0;). Wir rechnen zunéchst die Paare 0,0, aus.

1 0 0 1 0 —i 1 0
0101 = 0 1 10102 = | 4 0 0103 = i 0 y0104 = 0 —1
(10 (i 0 (0 -1
0202 = 0 1 ;0203 = 0 —i ;0204 = 1 0
(1 0 (0 3
9303 =19 1/)°9394=\; o
(10
0404 = 0 1

und bekommen damit

(gij) =

OO O N
o o N O
o NN OO
N O OO

Bitte wenden!
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Wir haben g;; = 24;;. Die zu S reziproke Basis §9 = {07} erfiillt per Definition g(o7,0;) =
&7, so dass wir lediglich 07 = co; fiir ein geeignetes ¢ € R withlen miissen, denn dann

g(07,0i) = g(coj, 01) = cg(oj,0:) = c205s.
Fiir ¢ = 1 ist {07 = co;} also die zu S reziproke Basis.

Wir sehen sofort, dass o1, 02, 04 durch ¢ invariant gelassen wird, und ¢(o3) = —o3. Damit
ist die Matrisdarstellung von 1,

10 0 0
01 0 0
Ws=1109 0 -1 0
00 0 1

Wir koénnen sofort ablesen, dass oo und o3 Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind. Wir
konnen daher die Fragestellung auf den Unterraum gespannt durch ¢; und o4 reduzieren,
und betrachten das Eigenwertproblem

3 -1
(1 3 ) v = Av.
Wir 16sen auf und bekommen fiir v = (a, b)

B3=XNa=b, (B-Nb=a.

Dies gibt dir quadratische Gleichung 8 — 6\ + A = 0 mit Losungen A\ € {2,4}. Damit
gilt fiir A = 2 die Gleichung a = b und fiir A = 4 gilt « = —b und entsprechen damit den
Vektoren o1 + 04 und 01 — 04. Zusammenfassend,

T = {Ti} = {Ul + 04,02,03,01 — 0-4}

und Spektrum {1,2,4}.

Der Basiswechsel von S nach T ist gegeben durch

10 0 1
01 0 O
L= 0 01 O
1 00 -1

und daher bekommen wir fiir g;;, die Koordinaten von g beziiglich T, dass

~ _ (rT o vy _ ) 46;; fallsioder j € {1,4}

gij = (L' (qu)L)ij = 2(L" L);; = { 204 sonst.

Da 89 = 18, [n]ss = 2(c?+0*) = (0,2,0,2). Aus e) ist (g;;) bekannt, und [n]7s = (gi;) )7
ist wegen [77]7- = %(Tl - T4) + T2 = (%7 1707 7%)T also [77]7—9 = (2723();2)

i = NN T

m=qrs
und T% = AjT*, T} = AL LLTF, T = AL A LYTP Ty, = AL LYLTLS T

m*qrs*

Q: nein, denn A? AJ Q7™; R: ja, (3,0); S: ja, (2,1); T: nein.

Siehe nichste Seite!
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F is ein (1,1)-Tensor; Nein, Ja, Nein.

Ein allgemeiner Tensor T;;x; mit 4, 5, k,1 = 1, 2 besitzt 24 = 16 Eintrage. Da Tijrt = Tr(ijhn
fiir eine beliebige Permutation gilt, folgt, dass die Angabe eines Eintrages T;;1; alle anderen
Eintrage mit der gleichen Anzahl an '1’ bestimmt. Es bleiben 5 unabhéngige Koordinaten
tibrig: Ti111, Ti112, Ti122, Too22.

Es handelt sich bei Tj;z; um einen Tensor vom Typ (0,4). Unter Basiswechsel verhélt sich
T wie folgt: Tijk = L?LZLICCL?Tade.
M = (*1 1) und da die Materialeigenschaft unter dem durch M beschriebenen Basiswech-
sel invariant bleibt, folgt Tk = MﬂMJbM ,ngdTabcd. Es gilt also

Tio90 = M} MZMFM3Ti290 = —T122

Ti112 = M} M} M{ M3 T1290 = —Th112.

Wir haben T'(e;, e, ex, €;) = T r. Da T multilinear ist, wegen Symmetrie und wegen dem
obigen Resultat folgt entsprechend

T(e1,e2,e1tez, Ter—ea) = TTio11+TT1221—Ti212—Th222 = 0+TT1122—T1122—0 = 6T1122 = 6:5 = 30

U =U(B, B7) = T(er, ez, B (e1)er, B (e2)e2) = B'(e1) 3 (e2)T1212 = 56103,

Wir schreiben das charakteristische Polynom aus,

S5—X =2 0
det [ =2 4—X -2 | =-XN34+12) -39\ +28.
0 -2 3=
Wir raten die Nullstelle A\; = 1 und reduzieren dann via Polynomdivision durch (A — 1)
auf das quadratische Polynom A2 — 11X + 28 mit Nullstellen Ay = 4 und A3 = 7. Die
Hauptspannungen sind also {1,4,7}. Fiir die Hauptspannungsrichtungen lésen wir das
Gleichungssystem

fiir A € {1,4,7}. Wir rechnen v; aus:

® 5(v1)1 —2(v1)2 = (V1)1

o —2(v1)1 +4(v1)2 — 2(v1)3 = (v1)2

o —2(v1)2 +3(v1)3 = (v1)s-
Die erste und dritte Gleichung ist equivalent zu 2(v1); = (v1)2 = (v1)1, so dass wir v =
(1 2 2) withlen konnen. Analog findet man vy = (2 1 —2) und vy = (2 -2 1).
Diese Vektoren stehen orthogonal aufeinander und man kann sie noch normalisieren um
eine orthonormal Basis zu bilden.

Die Spur Basisunabhéngig, und damit gleich die Summe der Eigentwerte A\; + s+ A3 = 12.
1 -2 0
Wir definieren also og =0 —41= (-2 0 —2| und op =41 = diag(4,4,4).

0 -2 -1



