D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Lineare Algebra I HS 13
Tom Ilmanen

Losungsskizze zur Serie 14

1. a) Die Matrix A kann durch Zeilenumformungen auf die Form

10 2 -1 —40
01 -1 -1 2 1
A=loo o 1 1 o,
00 0 0 1 2
00 0 0 0 0

gebracht werden. Die Matrix A’ hat offensichtlich Zeilenrang 4, also auch Rang
4. Da der Rang einer Matrix invariant unter Zeilenumformungen ist, hat auch A
Rang 4.

b) Diese Matrix hat Rang 1.

21 11 4 -1 -1 -1

. ) 1211, ;-1 4 -1 -1

2. Die Inverse der Matrix 1192 1 ist ¢ 1 1 4 1
1 1 1 2 -1 -1 -1 4

3. a) Jede lineare Abbildung von V' nach R kann als 1 x 3 - Matrix dargestellt werden.
Deshalb ist VV* isomorph zum Raum der 1 x 3 - Matrizen, hat also Dimension
3. Man sieht auch leicht, dass ¢1, ¢2, ¢3 linear unabhéngig sind. Somit bilden sie
eine Basis von V'*.

b) ¢4 =2¢1 — 2 do + 2 Ps.

Bitte wenden!



Losungsskizze zu den Spass- und Repetitionsaufgaben

4. Sei
Z Ass =10 (As # 0 nur fiir endlich viele s € 5).

seS
Gidbe es t € S mit \; # 0, so wire

t==N\" ) A

seS—{t}

und somit Span (S — {t}) = Span (.5) 9 V. Dies widerspricht (ii). Somit gilt A\; = 0
fiir alle s € S, d.h. S ist linear unabhingig. Weil S gemiss (i) auch V' aufspannt, ist
S eine Basis von V.

5. Sei B(k,j) die Menge der linear unabhingigen j-Tupel von Vektoren in (F3)*. Die
Anzahl der n-dimensionalen Unterrdume von (F5)” ist dann BN.)| - denn jeder sol-

1B(n,n)|
che Unterraum lésst sich schreiben als Span (¢4, . . ., v,) fir (v3,...,v,) € B(N,n),
und derselbe Unterraum kommt auf diese Weise |B(n, n)| mal vor (Wahl einer geord-
neten Basis von Span (71, ..., 7,) = (F2)").
j—1

Behauptung: |B(k, j)| = H(2k — 2 fiir 0 < j < k.
1=0

Beweis: mit Induktion nach j fiir fixiertes k.
j=0:Vv
j~ g+ 1:Esgilt
B(k,]‘f’l) == {(’171, Ce ,17j,17) }(171, N ,UJ) € B(k?,j), U € (]Fg)k \ Span (1717 e aﬁj) } s
also
J

Bk, j+1)[ = Y |(F2)"\Span (6u,...,7)| = [B(k, j)|-(2"~27) = [](2*-2").

(¥1,...,U;)EB(K,j) =0

Die Anzahl der n-dimensionalen Unterrdiume von (F5)? betriigt somit

N
n—1 [1(2"'—1)
TR
on _ 9l T on N—-n ’
-1 T -1
=1 =1

Siehe nachstes Blatt!



6. Alle drei Abbildungen sind linear, denn fiir f, g aus den entsprechenden Funktionen-
rdaumen und A, 4 € R gelten die folgenden Rechnungen.

1 1

a) (Af+ug)(0)+ / (\f+ug) (x) e dz = Af(0)+1pg(0)+ / (M (@) +ug(x)) e da

_ A(f(0)+ / fla) ex2dx> +u<g(0)+ / g(z) ew2dx>

b) @ (Af +pg)(1/2) = eAf(1/x) + zpg(l/z) = Mz f(1/2)) + p(zg(1/z))
°(

¢) Firh € C°(R/27Z) ist
h(0)+% 2h(0)+n o 77
1 1
h(2 = / h(y) dy = §/h(y) dy = /h(QI) dzx.

h(0)—Z 2h(0)77r 0 0
Somit
(/\f+ug) 0)+75 " - FO)+Z

/ (M +1pg)(2z) do = )\/f(Qx) d:L‘+,u/g(2x) dr = A / f(2x) dx+

(Af+ng) ©)-% ’ ’ 103
9(0)+5
o / g(2x) du.
9(0)-3

7. Sei {e;, 1 < i < n} eine Basis von V. Da Span (e;) invariant unter f ist, gilt f(e;) =
A¢,e; und die Matrix von f ist somit diagonal. Es bleibt zu zeigen, dass die Diagonal-
elemente X, , ..., A\, paarweise gleich sind. Sei v = ) . v;e; € V mit v; # 0 fur alle
1 fest. Wir haben

= Z )\eiviei

Gleichzeitig ist Span (v) invariant unter f, also
fv) =X v =X\, Zviei = Z ApVi€;.

Damit das erfiillt ist, muss gelten, dass
Ae, = Ay V.

(3

Somit ist f = A, - Id (v haben wir fest gewéhlt).

Bitte wenden!



8. Zeilenoperationen:

1 1 1 1 1
a b c|~|0 b—oa c—a
a’> b 0 ¥®»—ab ¢ —ac
1 1 1 1 1 1
~10 b—a c—a =10 b—a c—a
0 0 c—ac—bc+ab 0 0 (c—a)(c—Db)

Wegen a # b # ¢ # a ist der Rang 3. (Wir haben dabei nicht benutzt, dass a, b, c € C.
Eine (billige) Verallgemeinerung ist also dieselbe Aussage fiir beliebige Korper.)

Satz Es seien ay, . . . , a, paarweise verschiedene Elemente eines Korpers /. Dann ist
die Matrix
1 1 ... 1
ay ) Qn
2 2 2
A= ay a3 a,
—1 n—1 n—1
ay s n,
reguldr.

Erster Beweis. Man zeigt analog wie im Fall einer 3 x 3-Matrix, dass

1
az — ay *

. n—1
O II (an — a;)
Zweiter Beweis. Man zeigt, dass das Gleichungssystem

(TO . Tn_l)A =0 (*)

nur die triviale Losung hat: Fiir 7y, ..., 7T, 1 € K ist das Polynom

ein Polynom vom Grad < n — 1. Nach Voraussetzung (x) gilt

pla;) =0 (1=1,...,n).

Siehe nichstes Blatt!



Wir haben also ein Polynom vom Grad < n — 1 mit n verschiedenen Nullstellen
iiber einem Korper. Bekanntlich (siehe Skript Kap. VI Lemma 2.2) ist dann p(z) das
Nullpolynom, d.h. T = --- = T,,_; = 0. Das Gleichungssystem (x) hat also nur die
triviale Losung, d. h. die Matrix A ist regulér.

9. a) Sei k € N die kleinste Zahl so, dass V¥ = 0. Dann haben wir die Kette von
Unterrdaumen

K" 2 N(K") 2 N*(K™) 2 --- 2 N*(K") = 0.
(Beachte: N7(K™) = Nt1(K") = NJ(K") = N/TY(K") = NIT3(K") =
)
Fiir die Dimensionen gilt

n > dim N(K™) > dim N*(K") > --- > dim N*(K™) = 0,

also k < n. Folglich ist N* = N* N~k = (.

m—1
b) Gilt N™ = 0 (fiir ein m > 0), so rechnet man sofort nach, dass > (—1) N7 die
Inverse Matrix zu E + N ist. =0

10. a) Seip: R" — R" die Abbildung

I i)
T2 T3
T = : >
Tn—1 T
T 0
Tn
o o : : : 0
Man sieht leicht, dass ¢ eine lineare Abbildung ist. Zudem ist 0" !(z) = .
0
0
0
und ¢"(z) = [ .
0

b) Fiir ein allgemeines 2 < k& < n konnen wir zum Beispiel die folgende Abbildung
¢ : R — R betrachten:

Bitte wenden!



X1 X2

) xT3
Tr—1 Tk
T = >
Tk T
Ll+1 LTE41
mn :L‘n

Auch hier sieht man leich, dass ¢ eine lineare Abbildung ist mit

T
Ty
T i;
¢ (z) = : fir2<i<k-1 und ¢*(2)=
Ty T
Tht1 "
Tn

11. a # c: Induktion iiber m. Fiir m = 1 stimmt die Formel.

m—=m+ 1:

abmﬂ_abm'ab_amb%‘ab

0 c ~\0 ¢ 0 ¢/ \O cm 0 ¢
amt! amb—l—b%c

~ L0 cmtl ’

a™tlb—ambetbame—bc™m L b amtl_emtl
a—c - a—c

und a™b + b= =

m m m—1
a = c¢: Die Formel fiir a = cist (g i) _ (a ma b) ’

0 a™

betrachte wieder a b " _ (" ma™ "' a by _ am! x
W 0 ¢ —\ o0 a™ 0 a) 0 amtt)

mit x = a™b+ ma™b = (m + 1)a™b.

12. a) Um zu zeigen, dass B := {sin, cos, sin - cos, sin?, cos?} eine Basis von V ist,
geniigt es zu zeigen, dass B := {sin, cos, sin - cos, sin?, cos®} linear unabhingig

Siehe nachstes Blatt!



ist. Seien also Ay, ..., A5 € R, so dass
A SINZ + Ao cosz 4+ Agsinz - cosz + A\gsinz + A5 cos® x = 0 fiir allex € R.
Wir setzen nun verschiedene Werte fiir  ein.
r=0: M+Xs =0
r=m/2: M+MN =0

Xr =T. —)\2+)\5 :0
27:371'/21 —)\1+)\4 =0

Aus diesen Gleichungen folgt sofort Ay = Ao = Ay = A5 = 0. Schliesslich gilt
zum Beispiel fiir x = /3, dass sin x - cosz # 0, also auch \3 = 0.

b) Es gilt

/

sin' = cos
cos = —sin
(sin-cos)’ = cos® — sin®
sin®)’ = 2sin-cos
< 2N\/ 2 .
(cos?) = —2sin-cos.

Also erhalten wir die folgende Abbildungsmatrix A von D beziiglich B

0O -1 0 0 0

1 0 0 0 0

A=10 0 0 2 -2

0 0 -1 0 0

O 0 1 0 o0

c)
Kern A = {£(0,0,0,1,1)" € R® | t € R} C R?,

1 0 0 0
0 1 0 0
BildA=Span | [O],|0],]1],] 0
0 0 0 1
0 0 0 ~1

Daraus ergibt sich
Kern D = Span(sin® + cos?) C V

und

2

Bild D = Span(sin, cos, sin - cos, sin® — cos?).

Bitte wenden!



13. a) Seiz = (a1, xg)T ein Vektor mit Eintrdgen aus Zsg. x entspricht also einem
zu kodierenden Buchstabenpaar. Nun bilden wir den numerischen Codevektor
Az. Falls eine Matrix B € M (2 x 2,Z9) existiert mit BA = 5.5, so kon-
nen wir durch Anwendung von B den Codevektor Az decodieren, da B(Ax) =
(BA)x = .

b) Durch gewdhnliches Aufldsen des Gleichungssystems
56 ... 10
23 ... 01
~ 1 3 —6
=3 (—2 5 ) ‘

Divison mit 3 entspricht Multiplikation mit 9 in Zys. Also erhalten wir

B:B(mod%):( é fg )

erhalten wir die Inverse

c¢) FROHE WEIHNACHTEN!



