D-MATH, D-PHYS, D-CHAB
Tom Ilmanen

Lineare Algebra I

Musterlosung 6

HS 13

1. Wir 16sen zuerst Teilaufgabe b) und konstruieren damit den Korper aus Aufgabe a).

Das Polynom X2 + 1 hat keine Nullstelle in F5, da 02 +1 = 1,12 +1 =2,22+1 =2
gilt. Sei & nun so, dass €2 + 1 = 0 gelte. Wenn wir nun £ zur Menge F3 = {0, 1,2}
hinzufiigen und sie unter Addition und Multiplikation abschliessen, so erhalten wir die
Menge M :={0,1,2,£, £+ 1,£ +2,2£,26 + 1,2¢ + 2}. Ausserdem erhalten wir mit
den iiblichen Regeln der Assoziativitdt, Kommutativitdt und Distributivitit folgende
Additions- und Multiplikationstabellen:

+ 0 1 2 € E+1 €42 2 241 242
0 0 1 2 € E+1 £+2 26 26+1 26+2
1 1 2 0 &+1 €+2 & 2641 2642 2%
2 2 0 1 €42 & 41 2642 28 2+1
3 € 41 42 2 2A+1 242 0 1 2
E4+1 ] €41 €42 & 241 2+2 2% 1 2 0
€42 €42 € 41 242 2 241 2 0 1
2¢ 26 241 242 0 1 2 £ 41 £+2
2 +1|264+1 26+2 2 1 2 0 €41 &+2 ¢
2422042 2 2A+1 2 0 1 42 & £+1

.o 1 2 € E4+1 €42 2 241 242

0 [0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 o 1 2 € E4+1 €42 2 241 2642

2 |0 2 1 2 242 2+1 & 42 £+1

¢ o ¢ 2¢ 2 42 2A+2 E4+1 2641
E+1 10 €+1 2642 €42 2% 1 2641 2 ¢
E4+210 €+2 2641 26+2 1 € £+1 % 2

26 |0 2 ¢ 1 2641 €41 2 2642 £+2
26410 2641 €42 €+1 2 2 2+2 ¢ 1
2420 2642 £+1 2+1 ¢ 2 £42 1 2

Wir sehen, dass (M, +) eine additive Gruppe und (M \ {0}, ) eine multiplikative
Gruppe ist. Somit ist M ein Korper mit 9 Elementen.

Wir haben auch gesehen, dass das Polynom X2 + 1 = 0 keine Losung in I3, jedoch

sehr wohl eine in M = [Fy.

Bitte wenden!



2.

a) Es gilt
2% + 322 — 1 = 2p1(x) + pa(x) + pa(x).

b) Die lineare Hiille V' der 4 Vektoren ist genau der Vektorraum der Polynome von
Grad hochstens 3:

Aus 3py(x) — 2p3(x) = 1 sieht man, dass alle konstanten Polynome in V' sind.
Analog folgt aus 3p;3(z) — 4p4(z) = x, dass alle Polynome vom Grad 1 enthalten
sind. Durch Subtrahieren von Elementen aus V' erhilt man die Linearkombinati-
on py(x) + 2z + 4 = 22, somit sind alle Polynome der Form cz? in V' enthalten.
Zu guter letzt folgt analog zu 2% € V auch p;(z) — 2% = 23 € V. Damit sind alle
Polynome vom Grad hochstens 3 in V' enthalten.

Umgekehrt ist die lineare Hiille auch nicht grosser, da aus Linearkombinationen
von Polynomen mit Grad hochstens 3 keine anderen Polynome entstehen konnen.

3. Wir wihlen den Vektorraum V := {f|f : R — R}. Seien nun A, x € R mit Asin +

4.

pcos = 0. Gemiss der Definition der Addition in V' muss also fiir alle x € R gelten,
dass Asin(z) + pcos(z) = 0. Also auch 0 = Asin(0) + pcos(0) = pund 0 =
Asin(m/2) + pcos(mw/2) = A, das heisst sin und cos sind linear unabhéngig.

a) Es gilt
(1,0,0,1) +(2,3,-3,9) = (1,3,-4,7) + (2,0, 1, 3),

also sind die Vektoren sind linear abhiingig.

b) Aus
a-(1,2,3,4)+b-(—3,4,2,8) +c-(—3,9,1,3) =0

folgt in der ersten Koordinate a = 3(b + ¢). Eingesetzt in die drei weiteren Ko-
ordinaten ergibt sich das Gleichungssystem

106 + 15¢ = 0,
116 + 10c = 0,
200 + 15¢ = 0.

Durch Subtrahieren der ersten Zeile von der dritten ergibt sich 100 = 0 und somit
b = 0, womit sofort ¢ = 0 und dann a = 0 folgt. Also sind die 3 Vektoren linear
unabhingig.

¢) Wiridentifizieren C mit R?, indem wir eine komplexe Zahl z+7y mit dem Vektor
(x,y) identifizieren. Die beiden komplexen Zahlen aus der Aufgabe entsprechen
also den Vektoren (1,1) und (1, —1) aus R?, welche offensichtlich linear unab-
hingig sind.

Siehe nachstes Blatt!



d) Uber C sind die beiden komplexen Zahlen linear abhingig, denn es gilt

e) Es gilt

(1+i)—i(1—i)=0.

sin(x +2) = sin(x)cos(2) + cos(z) sin(2),
sin(z +1) = sin(x)cos(1) + cos(z) sin(1).

Auflosen der zweiten Zeile nach cos(x) und einsetzen in der ersten ergibt nach-

einander
cos(z)

= sin(z + 2)

sin(z + 1) — sin(x) cos(1)
sin(1) ’
sin(xz + 1) — sin(x) cos(1)

sin(z) cos(2) + sin(2) -

sin(1)
. N eos ~ cos(1)sin(2) sin(z sin(2)
sin(z) < 2) sin(1) >+ (z+1) sin(1)
sin(2)

—sin(z) +sin(z + 1) - Sn(l)

Somit sind die 3 Vektoren linear abhiingig.

f) Die drei Vektoren sind linear abhingig, da sin(0z) = sin(0) = 0 fiir alle z € R.
Eine Menge von Vektoren, welche 0 enthilt ist automatisch linear abhiingig.

g) Esseiag+ajz+---+a,x" eine Linearkombination der angegebenen Vektoren,
das heisst es gilt fiir alle z € R die Gleichung

apg+ar+ -+ ax" =0

n-maliges Ableiten dieser Gleichung ergibt

a,-n!'=0=a, =0.

Ganz analog sind deshalb auch a,, ; = a, o = ... = a; = a9 = 0, somit sind
die Vektoren linear unabhéngig.

h) Wir verwenden vollstindige Induktion tiber n und wollen beweisen, dass die Vek-
toren (,, linear unabhingig sind.

Die Aussage ist klar fiir n = 0, da % nur fiir A = 0 die Nullfunktion ist.

Sei die Aussage nun wahr fiir n = k. Betrachte die Linearkombination aqyy +
oo Fag1ppa: Falls ag 1 = 0, so ist die Aussage nach Induktionsvoraussetzung

Bitte wenden!



wahr. Sonst schreiben wir die Summe als

Z a; - H (z+7)

0<i<k og;gk
J#i Ag41
+ =0
H(erZ-) (k+1)+a
0<i<k

Umformen ergibt

(x+ (kE+1)) E a; | | (x+7) | = —ars1 | | (x +1).
0<i<k og;gk 0<i<k
J#

Dies sind zwei Polynome in x. Auf der linken Seite ist (x 4+ (k + 1)) ein Teiler,
also muss es auch das Polynom auf der rechten Seite teilen (als Polynom!). Dies
ist aber nur moglich, falls a;, = 0 gilt.

5. a) Wir konnen zum Beispiel (2, 1,0) und (0, 7, 2) wihlen.
b) Wir machen eine Fallunterscheidung.
Fall 1: a # 0. Dann konnen wir (b, —a,0) und (¢, 0, —a) wihlen. Man iiberpriift
leicht, dass diese Wahl fiir alle b und ¢ funktioniert.
Fall 2: a = 0.
Fall 2.1: b # 0. Dann kénnen wir (1,0, 0) und (0, ¢, —b) wihlen.
Fall 2.2: b = 0. Das bedeutet ¢ # 0. Wihle also (1,0, 0) und (0, 1, 0).



