D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Lineare Algebra I HS 13
Tom Ilmanen

Serie 13

1. Zeige, dass

a b
A—
genau dann invertierbar ist, wenn ad — bc # 0 und zeige, dass die Inverse in diesem

Fall gegeben ist durch
1 d —b
Al = .
ad — bc (—C a )

2. Die Spur und die Determinante einer 2 x2-Matrix A = (Z

2) sind definiert durch

tr(A) :=a+d und det(A):=ad— be.
a) Zeige, dass fiir jede 2 x 2-Matrix eine Abhédngigkeitsrelation
(1) A2 =\ + pA
gilt, wobei A und . von tr(A) und det(A) abhingen.
b) Driicke tr(A?) durch tr(A) und det(A) aus.

¢) Es sei Alg(A) der Untervektorraum, der von A, A% A3, ... aufgespannt wird.
Offenbar ist Alg(A) eine Algebra (da abgeschlossen beziiglich der Matrizenmul-
tiplikation) und hat nach Aufgabe a) hochstens Dimension 2.

Welche Matrizen A fithren zu einem Raum Alg(A) der Dimension 1?

3. Es sei

(5 1esed

die Algebra der Quaternionen in C*>*2, Eine R-Basis von H ist gegeben durch die
Elemente

) () k()

Bitte wenden!



a) Uberpriife die folgenden Relationen:
IP=J"=K*= -1,
1J=-JI=K, JK=-KJ=1, KI=-IK =J.
b) FirA=tl 4+ 21+ yJ + zKmit ¢, z,y, 2 € R seien

A:=1tl -2l —yJ - 2K, |A| := /2 + 22 + 2 + 22

Zeige:
AB=BA, |AB|=|A|B|, AA=AA=|APL
¢) Berechne A~ fiir A # 0.
d) Finde alle Losungen der Gleichung A? = —1 in H.

4. Fiir je zwei ganze Zahlen a, b € 7 ergibt der Euklidsche Algorithmus als Resultat zwei
weitere ganze Zahlen z,y € 7Z, so dass

za + yb = ggT(a,b)
gilt. Es bezeichne Z/nZ den Ring der ganzen Zahlen modulo n, d.h. “Rechnen bis

auf Vielfache von n”.

a) Beweise, dass a genau dann in 7 /bZ invertierbar ist, wenn ggT(a,b) = 1 gilt,
und in diesem Fall ist a~! = x (in Z /V7Z).

Z € (7,/267.)**? genau dann invertierbar ist, wenn ad — bc
in Z /267 invertierbar ist, und in diesem Fall ist die Inverse durch die iibliche
Formel gegeben. Hinweis: Die Determinante ist multiplikativ.

b) Zeige, dass (CCL

¢) (Matlab) Die Matlabfunktion [d, x,y] = gcd(a,b) berechnet die Zahlen
d = ggT(a,b),x, vy, die (1) erfiillen. Verwende diese Funktion, um eine Matlab-
funktion invert (A) zu schreiben, die die Inverse einer 2 x 2-Matrix A in
(7.,/267,)*** zuriickgibt oder sagt, dass es keine gibt.

5. Gegeben seien reelle Zahlen ay, ..., Gy, b1, ..., b,. Sei C' = (¢;;) die m x n-Matrix
mitc,-j :aibj,l Szﬁm,l S] Sn

a) Welche Werte kann Rang(C') annehmen?
b) Berechne Kern und Bild von C.

Abgabe: Donnerstag, den 19. Dezember 2013 am Anfang der Ubungsstunde oder vor
10:00 Uhr im Fichlein im HG J 68.



