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1. a) Wir setzen die Definition ein und rechnen aus:

cosh? z — sinh? x

b) Setze x = arsinh y.

e
y =sinhx =

a 2 2

1 2 r—x —2x 2x r—x —2x _
Z(e —|—2~6_1 +e = — (e —2~6_1 +e 7)) = 1.

Dann ist

—T
S e” = — " s e 2y — 1 =0
~—
=1

Dies ist eine quadratische Gleichung in e* und besitzt formal die Losungen
e’ =y =+ +/y*>+ 1. Wegen ¢ > 0 und \/y%>+ 1 > |y| muss das Vorzeichen

positiv sein. Es folgt x = log(y + v/y? + 1).

¢) Fir 2 = a + b € C, wobei a,b € R, ist der komplexe Cosinus Hyperbolicus
definiert als

e+ e *

cosh z :=
2

Beachte, dass Cosinus eine gerade und Sinus eine ungerade Funktion ist. Folglich

ist

cosh(a + ib)

ea-l—ib + e—(a-‘rib)) _ %(eaeib + e—ae—ib)

e?(cosb +isinb) + e *(cos(—b) + i sin(—b)))

e*(cosb +isinb) + e *(cosb — isinb))

i) cosb+1 <i> sin b
2 2
cosh a cosb + i sinh a sin b.
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2. Zunichst halten wir fest, dass f, fiir jedes @ € R an jeder Stelle x # 0 stetig und
differenzierbar ist mit

1 1 1
fo(2) = ax®~'sin = 4 2 cos (_> | (__2)
xr xT T

1 , 1

a—1

=ax® "sin — — 2% “cos —.
T

X

Bitte wenden!



a)

b)

Wegen f,,(0) = 0 bedeutet die Stetigkeit an der Stelle 0, dass lim,_,o; fo(z) =0
gilt. Da x +— sin z eine beschriankte Funktion ist, ist auch x — sin i beschrinkt.
Also strebt sicherlich f, dann fiir x — 0 gegen 0, wenn x gegen 0 strebt. Dies
ist genau dann der Fall, wenn o > 0 ist.

Ist dagegen o < 0, so ist ¢ > 1 fiir jedes x mit 0 < z < 1. Ausserdem gibt es
in jeder Umgebung von 0 Punkte zq mit sin -~ = 1, némlich die Punkte m
mit n € Z. An diesen Punkten ist folglich auch |f,(z)| > 1. Insbesondere

konvergiert f, nicht gegen 0.

Also ist f, genau dann stetig in 0, wenn o > 0 ist.

Die Differenzierbarkeit von f, an der Stelle O bedeutet, dass der Grenzwert
. T) — 0 R sin 1 ) )
lim M = lim ———= = lim 2% 'sin =
z—0+ X z—0+ x z—0+ €T

existiert und O ist, denn der entsprechende linksseitige Grenzwert ist 0.

Fiir « < 1ist ' > 1 fiir jedes 2 mit 0 < 2 < 1. In jeder Umgebung von
0 gibt es Punkte z, so dass sin %O = 1 gilt, und damit ist 5" sin % > 1.
Andererseits gibt es in jeder Umgebung von 0 Punkte z( mit sin % = 0 und
somit zg sin x—lo = (. Also existiert der Grenzwert in dem Fall nicht.

z—0+
Fir a > 1 gilt dagegen = — 0 und damit folgt, dhnlich wie in a), dass
T Sin % — 0 fiir  — 0+ gilt. Also ist f, in diesem Fall an der Stelle O differen-

zierbar mit f7 (0) = 0.

Folglich ist f, genau dann an der Stelle 0 differenzierbar, wenn v > 1 ist.

a—1

Aus b) wissen wir, dass f, genau dann bei O differenzierbar ist, wenn o > 1

gilt, und in jedem Fall ist dann f!(0) = 0. Die Stetigkeit von f! zu tiberpriifen

bedeutet also, zu iiberpriifen, wann f (x) 2200 gilt. Der erste Summand in

1

fi(z) = ar® 'sin — — 2% % cos —
x x

ist fiir jedes > 1 beschrinkt und strebt fiir « > 1 gegen 0 wenn = gegen 0

strebt.

Der zweite Summand nimmt fiir 1 < o < 2 in jeder Umgebung von 0 beliebig
grosse Werte an, denn 772 — oo fiir z — 0+; deswegen konvergiert f!(z)
in diesem Fall nicht gegen 0. Fiir « = 2 konvergiert der erste Summand gegen
0, der zweite nimmt dagegen in jeder Umgebung von 0 an bestimmten Punkten
den Wert 1 an und somit konvergiert f/ (z) auch in diesem Fall nicht. Fiir v > 2
konvergieren schliesslich beide Summanden gegen 0, da die Potenzen in diesem
Fall beide positiv sind und Sinus und Cosinus beschrinkt sind.

Folglich ist f! genau dann unstetig, wenn 1 < o < 2 ist.

Siehe nachstes Blatt!



3. a) Esgilt
d 7 -5 —11 6 —6 —12
d—(9x +327°—=3x) = 7-92°+ (=5)3z"° — (—11)3x
x
= 632° — 15270 + 33272,

b) Wir verwenden zuerst die Kettenregel und dann die Quotientenregel:
d [x?2—3c+2 1 d (2% —3x+2
de \V 22 =T +12 o, [z2=sz+2  dr \x* — Tz + 12
22 —Tx+12

1 (22 —3) (22 =Tz +12) — (22 — 32 +2)(22 — 7)

9, [ 22=3u+2 (22 — Tz + 12)?
2 —Tx+12

(22 — Tz +12)2  (—422 + 20z — 22)
B 22— 3z +2)2 (27— Tz +12)2
—222 + 10z — 11

(22 — 3z +2)2 (22 — Tx + 12)7

¢) Mit den Beziehungen

, e\ ef—e® ) , 1
(coshz)' = | ———— ) = ———— =sinhz und (logz) = —
x

und der Kettenregel folgt

, _(coshz)  sinhz

1 h = = tanh z.
(log(cosh z)) coshzx coshz tanh x
d) Kettenregel:
1 1 1 1

log(log(1 '= : C— = :

(log(log(log )) log(logz) logz x  x-logz -log(logx)
e) Es gilt a® = ¢°'°84, Daher ist 3° = %!°83 und es folgt (3%) = (e*lo83) =

(log 3)e*'°83 = (log 3)3%. Mit der Produktregel erhalten wir:
d

%3‘%3 = 3°.32° + (log 3)3"2*
= 3"2%(3+ zlog3).

Bitte wenden!



f) Die Funktion arctan : R —] — 7, 7| ist die Umkehrfunktion von tan :] — 7, Z[—
R. Fiir v €] — 7, [ ist
, dsinx
~ dvcosw
(sinz) - cosx —sinx - (cosz)

(tan )

cos? x
2 2
Cos“xr +sm*x

cos? x
=1+ tan®z.

Mit der Regel (f~(z)) = erhalten wir also

1
f (=)
1

tan’(arctan )
1
Nt tan?(arctan x)
1
1422

(arctan z)" =

und somit gilt

d 1 2x

— arctan(z — V22 +1) = 1 — ——

dx ( ) 1+ (x — Va2 +1) < 2 932—|—1)
1+

T 2
) P
T — 2

22
VD
VT4

22+ 114 (z — Va2 +1)?)

NCE e
Vo2 +1(1+ 22 — 2022 + 1+ (22 + 1))
VT4
22+ 1(—2xy/x? + 1+ 2 4 222)
21— oy
2(z2 + 1) (22 4+ 1 — 2v/22 + 1)
1

222+ 1)

(

Siehe nachstes Blatt!



4. Wir leiten die Quotientenregel direkt aus der Definition her.

(i)’ @) — tim 20 h})L i

9 = oo
fla+h) _ f(x)
— Jim &th) 9@
h—0 h
o fa W) — f()gle 4 h)
h—0 h-g(x)g(x+ h)
flz+h)— f(z) g(xz+h) —g(z)
- illl—>0 g(z)g(x+h) ( h 9(x) h f(x))
]' / /
iy ' @ata) = o))
_ ['(@)g(x) - f(2)g' ()
9*(x) '

Da f: I — Rundg : I — Rdifferenzierbare Funktionen sind existiert der Grenzwert
auf der rechten Seite. Daher existiert auch der Grenzwert auf der linken Seite und es
folgt, dass g : I — R differenzierbar ist.



