Kugelfunktionen und der Poissonkern
in drei Dimensionen

Horst Knorrer

Auf der Vollkugel
B={rcR®||x|<a}

betrachten das Dirichletproblem

Au =0 u‘ =f
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mit einer vorgegebenen Funktion f auf der Sphire B = {r € R? ‘|X| = a}.
Dazu fiithren wir Kugelkoordinaten r, 6, ¢ ein, so dass

x1 = rsinf cos @
X9 = rsinfsin g

T3 = rcosb

Dabei ist r > 0, 6 € [0, 7], ¢ € [0, 27]. Im Vergleich mit den Koordinaten r, v, ¢,
die in der Analysisvorlesung verwendet wurden, ist 6 = 7 — 1.
Der Laplaceoperator in diesen Koordinaten ist
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A=A+ 50,

wobel
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Ay, heisst der sphérische Laplaceoperator.
Um Losungen der partiellen Differenzialgleichung zu finden, machen wir den
Ansatz der Separation der Variablen, d.h. wir suchen nach Losungen der Form

u(r, 8, ¢0) = R(r) Y (6, o)



Einsetzen in die Differenzialgleichung und Multiplikation mit }g—; ergibt

r? A R(r) _ _A6730Y(07 ®)
R(r) Y (0,¢)

Die linke Seite ist von # und ¢ unabhénging, die rechte von r. Deshalb gibt es
eine Konstante i so dass

702 AT‘R(T) _Ae,cpy(ev ()0)

Ry Y9
d.h.

r? R'(r) 4+ 2rR'(r) — pR(r) =0

AG#PY(&QO) _'_MY(ev ()0) =0 (1)

In der zweiten Gleichung fithren wir noch einmal Trennung der Variablen durch.
D.h., wir machen den Ansatz

sin? 6

Einsetzen und Multiplikation mit 0 F @) ergibt
1 o*T oT )k
T(SiHQQ 902 + sin 6 cos f %) +u sin?f = — F(if))

Die linke Seite dieser Gleichung héngt nur von # ab, die rechte nur von . Es gibt
also eine Konstante v so dass

F'(p) +vF(p) =0
2
sin2927?+sin00050g—g+(usm20—y)T:O @
F(p) ist 27 periodisch. Fourierentwicklung zeigt, dass die erste Gleichung in
(2) nur dann eine Losung hat, wenn v = m? mit m € Z, und die zugehorigen
Losungen sind Linearkombinationen von ¢™¥ und e,

Man kann nun zeigen, dass mit v = m? die zweite Gleichung des Systems
(2) genau dann eine beschrankteLosung hat, wenn p = ¢(¢ + 1) mit einer ganzen
Zahl ¢ > |m|. Dann ist der Losungsraum eindimensional; er wird erzeugt von
einer Funktion 7},,(cos ), die ein Polynom in cos § ist.

Fiir festes ¢ sind die 2¢ 4+ 1 Funktionen

Yim(0,¢) = €™ T} (cos 0) (=0,1,2,--+; m=—4,—0+1,--- {—1/4
linear unabhéngige Losungen der Gleichung

Ae,w}/&m = _E(E + 1)n,m
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Wenn die Funktionen geeignet normiert werden, so gilt die Orthogonalitétsrela-
tion

0 falls £ # ¢ oder m #m/

1 falls ¢ =4¢ und m #m'

Dabei ist dw = sinf df dy das Flachenelement auf der Sphére.
Ferner sind die Y} ,,, ein “vollstdndiges Orthonormalsystem”; d.h. jede stiickweise
stetige Funktion f(6,¢) auf S? lisst sich als Reihe

6.0)=3 3 conYim(®.0) (3)

=0m=—/¢

52 Yv@,m<9, @) E’,m/ (‘9, (,0) dw = {

schreiben. Aus der Orthogonalitétsrelation ergibt sich, dass die Koeffizienten

= o £(0:0) Yo (0, ) dw (4)

Die Funktionen Yy, heissen Kugelfunktionen (spherical harmonics).

Wenn in unserem urspriinglichen Ansatz der Separation der Variablen Y die
Kugelfunktion Yj,, ist, so ist in (1) 4 = ¢(¢ 4+ 1). Die bei r = 0 beschréankten
Losungen der Gleichung

r?R"(r) +2r R'(r) —£({ + 1) R(r) = 0

sind gerade die Vielfachen von 7.

Also liefert der Ansatz der Trennung der Variablen, dass jede konvergente
Reihe der Form

TQ,SO Z Z Aﬁmr }/Zmetp)
{=0 m=—¢
harmonisch ist. Falls unsere auf 0B gegebene Funktion f in Kugelkoordinaten
die Entwicklung (3) hat, so ist mit A, = “* die Reihe u eine Losung des
Randwertproblems. Konkret ist die Losung

\%

T 9790 Z Z Com (5) }/Z,m(9790>

=0m=—/¢

Setzt man die Darstellung (4) der ¢, in diese Reihe ein, so ergibt sich nach —
allerdings langerer Rechnung — die Darstellung

1 a’ — |z|?

(@) dw ()

ulz) = 4dra |x — a3
OB
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