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Musterlosung Serie 2

1. Wir wenden die Methode der Separation der Variablen an. Wir schreiben u(z,t) =
X (z)T'(t) und erhalten

T"(t) X (x) = T()X"(x) = 0.
Daraus ergeben sich die Gleichungen
X"(x) = AX(z) =0, T"(t)— \T(t) =0,

fiir eine Konstante A € R. Wir machen eine Fallunterscheidung (A > 0, A = 0, A < 0)
und erhalten als allgemeine Losung fiir A := —w? < 0

X(z) = Acos(wz) + Bsin(wz).

Mit den Randbedingungen X (0) = X (7w) = 0 erhalten wir A = Ound w = n € Z.
Die Losung der zweiten Gleichung ist dann

T,(t) = Cy, cos(nt) + D, sin(nt).

Nach dem Superpositionsprinzip ist die allgemeine Losung
Z (Cy, cos(nt) + Dy, sin(nt)) sin(nz).
n=1

Aus den Anfangsbedingungen u(x,0) = sinx und u(x,0) = 0 folgt

oo
sinx = ZC’n sin(nz),

Deshalb ist C'; = 1 und die anderen Koeffizienten sind null. Die Losung ist
u(zx,t) = cos(t) sin(z).

Nach der Methode von D’ Alembert ist die Losung

1 1
u(z,t) = 5 sin(x —t) + 3 sin(x + t).

Bitte wenden!



Die zwei Methoden fiihren also zu der gleichen Losung. Dies kann durch die Formel

sina + sin § = 2sin (#) oS (Q;B)

bewiesen werden, in der Tat

sin(z —t) + sin(z + t) = 2sin(x) cos(t).

. Wir haben hier die Wirmeleitungsgleichung auf dem Intervall [0, 7] mit festen Werten
fiir die Temperatur an den Endpunkten.

Im ersten Schritt betrachten wir die PDG mit den Randbedingungen und ignorieren
die Anfangsbedingung:

U — Uz = 0,
u(0,t) = 1,
u(m,t) = 2.

Fiir die Methode der Separation der Variablen benotigen wir homogene Randbedin-
gungen. Wir suchen nun eine von ¢ unabhéngige Losung up, die u/,(z) = 0, up(0) =
1 und up(m) = 2 erfiillt. Sie muss also eine lineare Funktion sein, die durch die Punk-
te (0,1) und (7,2) geht. Also ist up(z) = 1 + Zz. Die Losung des Problems ist also
durch

1
uw(x,t) =1+ —x +v(z,t)
T
gegeben, wobei v die allgemeine Losung des folgenden homogenen Problems ist:

Vp = Vg = 0,
(>t) = 0,
v(m,t) = 0,
v(z,0) = sinz — 3sin(2z) + 2sin(3x).

Dies kann mit der Methode der Separation der Variablen gelost werden.

Wir suchen Losungen der Form v(z,t) = X (x)7T'(t) und setzen diese Funktion in die
PDG ein. Man erhilt
X(z)T'(t) — X"(x)T(t) = 0.

Jetzt wird alles was von z abhingt nach rechts geschoben und alles was von ¢ abhédngt

nach links:
() X"(z)

T(t)  X(z)

Siehe nachstes Blatt!



Da die linke Seite nur von ¢ und die rechte Seite nur von = abhédngt und Gleichheit fiir
alle x und ¢ gelten soll, sind beide Seiten konstant und gleich A € R,

T X'

T(t) X(z)

Fiir jedes A haben wir also gewohnliche Differentialgleichungen fiir X (x) und T'(¢).
Wir betrachten zuerst die Gleichung fiir X,

X"(x) = A\X(z) = 0.

Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Fiir A := —w? < 0 hat die Gleichung die
allgemeine Losung
X(z) = Acos(wz) + Bsin(wz).

Aus den Randbedingungen X (0) = X (7) = 0 erhalten wir
A=0, weN,

und somit A\ = —n? fiirn € N.

Fiir A = 0 hat die Gleichung die allgemeine Losung
X(x) = A+ Bz.

Aus den Randbedingungen erhalten wir A = B = 0 und somit haben wir nur die
triviale Losung in diesem Fall.

Fiir \ := w? > 0 hat die Gleichung die allgemeine Lésung
X(z) = Acosh(wz) + Bsinh(wz).

Aus den Randbedingungen erhalten wir A = B = 0 und auch hier haben wir nur die
triviale Losung. Die Gleichung

T'(t) = \T(t)
fiir \ = —n? < 0 hat die allgemeine Losung
T(t) = Ce.

Also fiir jedes n € N haben wir eine Losung der Form
vn(,t) = e sin(nz).

Jetzt verwenden wir das Superpositionsprinzip: die Funktion der Form

v(x,t) = Z Che " sin(nx)
n=1

Bitte wenden!



ist eine Losung des homogenen Problems. Um die Koeffizienten C,, zu bestimmen,
machen wir einen Koeffizientenvergleich. Mit der Anfangsbedingung haben wir

v(z,0) = Z C, sin (nx) = sinz — 3sin(2x) + 2sin(3z).

n=1

Also C; =1,y = —3, C5 = 2 und C,, = 0 fiir andere Werte von n. Somit gilt
v(x,t) = e 'sin(x) — 3e * sin(22) + 2 sin(3x).

Die Losung lautet dann

1
u(z,t) =14+ —x + e 'sin (z) — 3e *sin (22) + 2¢ ¥ sin (37) .
T

. Es handelt sich um eine inhomogene Wellengleichung. Die Lésung eines inhomoge-
nen Problems ist die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Problems zu-
sammen mit einer partikuldren Losung des inhomogenen Problems.

Wir suchen zuerst eine partikulidre Losung von

2
Ut — Ugye = T .

Die rechte Seite ist unhabhingig von ¢. Aus diesem Grund suchen wir eine partikulire
Losung f, die nur von x abhingt. Die Funktion f muss also

) =
erfiillen. Wir wihlen f(z) = —z*. Setzen wir v(x, t) + f(z) = u(z, t), dann erfiillt
v
Vit — Uge = Ut — Ugy — ftt + fx:c = Ut — Uggy — 1’2 =0,
. 1,
v(xz,0) = sin(z)+ 54

v(z,0) = cos(x).

Die allgemeine Losung des homogenen Problems finden wir mit der Formel von
D’ Alembert. Somit gilt

w(z,t) = ov(z,t)+ f(x),
= sin(z+t)+ —(z - )"+ —(z +t)* — —a*.

Siehe nachstes Blatt!



4. Wie in der Losung zur Aufgabe 2 erhalten wir die allgemeine Losung

o0
t) = Z Cre ™t sin(w, ),
n=1

wobei w,, = nm/L fir n € N aus den Randbedingungen. Zur Bestimmung der Koef-
fizienten C;, verwenden wir die Anfangsbedingung

— Z Cpsin(w,z) = f(x).

Somit brauchen wir die Entwicklung von f als Fourierreihe. Wir setzen die Funktion
f ungerade auf dem Intervall [— L, L] fort und die Fourierkoeffizienten sind

L

2

C, = z/f(m)sin (%x) dx

0
L/2 L

2 2 . /nm 2 2 . [nm

= z/zx&n(L )dx—i—L/z(L—x)&n(fx)dx

0 L/2

2 (mr) n 4 (mr) n 2 (mr) n 4 <n7r>
= ——cos|— ——sin ( — —cos [ — sin ( —
nm 2 (nm)? 2 nm 2 (nm)? 2

= (ni’)Q sin (73

Es gilt
. (T) _J 0, n = 2k,
D) T (-0, =2k — 1

Die Losung ist somit

o0 DEL e (26— D
82 %_1 o2¢ 1 s (TQ

=1

5. Wir verwenden die Separationsmethode um dieses Problem zu 16sen. Wir suchen also

Losungen der Form
u(z,y,t) = T() X (2)Y (y).

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt
T"(t) X (2)Y (y) = T()(X"(2)Y (y) + X (2)Y"(y)),

also

T//(t) oy X”(a:) Y”(y)
—A= (X(x) * Y(y>)’

Bitte wenden!



und 1 1
2 Y (y) . 2 X" ()

Y(y)  © X(2)

p=A—c
wobei A, u € R.

Wir betrachten zunéchst die Gleichung
W
"
X"(x) = gX ().
Wir unterscheiden drei Fille:

(1) p > 0: In diesem Fall erhalten wir als allgemeine Losung
X (z) = Acosh(wz) + Bsinh(wz),

wobei w? := 4. Aus den Randbedingungen folgt jedoch, dass X (0) = X(1) =
0. Daraus folgt unmittelbar, dass A = B = 0. Somit haben wir in diesem Fall
nur die triviale Losung.

(ii) p = 0:Indiesem Fallist X (x) = Axz+ B. Durch Einsetzen der Randbedingungen
erhélt man auch hier nur die triviale Losung.

(iii) p < 0: Hier setzen wir —w? := 5. Wir erhalten als allgemeine Losung
X(z) = Acos(wz) 4+ Bsin(wz).

Durch Einsetzen der Randbedingung X (0) = X (1) = 0 bestimmt man A = 0
und w = nr fiirn € Z.

Nun betrachten wir die Gleichung fiir Y,

V() = -2 () - (“2 ! _) T

c

Wir machen wieder eine Fallunterscheidung:

(1) C% + w? > 0: Mit den Randbedingungen fiir Y erhalten wir hier die triviale
Losung.

(i1) C% + w? = 0: Hier erhalten wir ebenfalls die triviale Lésung.

(i) % 4+ w? < 0: Wir setzen —a? = (% + w?), dann ist die allgemeine Lésung von
der Form
Acos(ay) + Bsin(ay).

Durch Einsetzen der Randbedingung Y (0) = Y (1) = 0 bestimmt man A = 0
und o = mm fir m € Z.

Siehe nachstes Blatt!



Aus der letzten Beobachtung folgt, dass

und somit

Wir betrachten jetzt die Gleichung fiir 7°(¢),
T"(t) = \T(t).

Die Losung lautet

T(t) = Acos(V—At) + Bsin(v —At).
Aus der Anfangsbedingung fiir 7" folgt, dass A = 0 und somit

T(t) = sin(|¢|/ (nm)2 + (mm)2t).

Wir verwenden das Superpositionsprinzip und erhalten die Losung fiir u,

u(z,y,t Z Z By sin(|c|y/(nm)2 + (mm)2t) sin(nmz) sin(mmry).

Mit dem Hinweis und der zweiten Anfangsbedingung folgt dann

Bok1,2i1lcl/ ((2k 4+ 1)m)% + (21 + 1)7)? = 4(—1)**,
und B,, ,,, = 0 falls n oder m gerade. Also ist

4(_1)k+l
le|/(2k + 1m)2 + (21 + D)m)2

Bopt1,02141 =

Somit ist die Losung

4( 1)k+l
ule, gt ZZ |/ (2% + Dm)Z 1 (20 + D)2

x sin(|c|v/((2k + )7r) + (21 +1)m)2t)
x sin((2k + 1)mzx) sin((20 + 1)7y).




