Lineare Algebra (D-MAVT)
Musterlosung zur Basispriifung Friihling 2006

verfasst von Lucia Keller

Aufgabe 1

LR-Zerlegung mit dem Gaussverfahren berechnen:

2 1 -1 2 2 1 -1 2
4 7 -3 9 5 -1 5
6 8 -1 9 5 2 3
-2 —11 3—6a —6+5a —-10 2-6a —4+5a
2 1 -1 2 2 1 -1 2
. 5 -1 5 . 5 -1 5
3 -2 3. -2
—6a 6+ 5a 6+a
1 0 0 0 2 1 -1 2
2 1 0 0 05 -1 5
“L=13 1 1 o % oo 3 2
-1 -2 —2a 1 00 0 6+4a

Die Matrix A besitzt eine Inverse, falls det(A) # 0:

det(A) = det(LR) = det(L) det(R) = 1-30(6 + a) = 180 + 30a = 0
= a=—6

= fiir ¢ € R\{—6} besitzt A eine Inverse.

Aufgabe 2
flx)=ar® +br+c = pi(z) = 2% pa(z) = 2, p3(2) =1
e1(=1) @2(=1) @3(-1) 1 -1 1 . 0
©1(0)  2(0)  3(0) 0 0 1 1
:>A: = 7;3: b , —
pl) () () [T (11 i R
1(2)  w2(2)  w3(2) 4 2 1 4
Die Normalgleichungen AT Az = AT f minimieren die Summe der Fehlequadrate in y-
Richtung:
1 01 4 é _01 i a 1 01 4 ?
-1 0 1 2 11 1 =1-1 0 1 2 5
1 1 1 1 4 9 1 1 1 11 4
18 8 6 19
8§ 6 2 11
6 2 4 8
18 8 6119 18 8 6 |19 18 8 6 |19
= 8 6 2|11 |~ 0 22 —6[23 |~ | 0 22 —6|23 |=c=1b=1,
6 2 4|8 0 -2 6 |5 0 0 60|78
a=0 :>f(:c):%a:+%3




Aufgabe 3
a)

Standardbasis: €] = ((1)), eh = <(1)>, ey = (8)
- 0 0 1
Abbildung der Basisvektoren:

(B) = @) () =) () ()

10
= Abbildungsmatrix A= |0 1 0
0 0

b)

Koordinatentransformation von €}, e, €4 nach e, ez, es:

(1) =) @) =) @) =)

1 -1 0
= Transformationsmatrix T’= |1 1 0
0 0 1
= B =T~ !AT ist die Spiegelung an der (x,y)-Ebene in den neuen Koordinaten.

Damit wir die Inverse nicht berechnen miissen, formen wir B = T'AT um in TB = AT,
d.h. (Tb(l) v Tb(3)) = AT mit den drei Spaltenvektoren b2, 52 und @) von B. Die-

ses Gleichungssystem l6sen wir spaltenweise mit dem Gaussverfahren.

10 0 1 -1 0 1 -1 0
AT =0 1 0 1 1 ol=(1 1 o
00 -1/ \o 0 1 0 0 1
1 -1 0
=T =[1], 6@ =[11], 1760 ={ 0
0 0 —1
1 -1 01 1 -1 01 1
=1 1 o1 ~ |0 2 ofo = =10
0 1 0 0 110 0
1 -1 0]—1 1 -1 0] -1 0
1 1 0[/1 |~|o0 2 of2 =p=[1
0 110 0 0 1|0 0
1 -1 0] 0 1 -1 0] 0 0
1 1 0[0 |~ 2 0|0 =3 =10
0 0 1]-1 0 0 1|-1 -1
10 0
= Abbildungsmatrix bzgl. e;, ez, e3: B=10 1 0
00 —1

Bemerkung: Weil e; und ey in der (z,y)-Ebene liegen, ist es klar, dass A = B gelten
muss, denn e; und ey bleiben so bei der Spiegelung unveréndert. In z-Richtung ist e; = €].



Aufgabe 4

a)
A

|

det(A — \I) = ’:(3—)\)(—1—)\)+4:1—2)\+>\2:(/\—1)2i0

3—A —4
1 —-1-A

= Kigenwert \; =1

Eigenraum zu A;: (A — A\ lo)z =0

2_40w2_40 = T =258, 21 =28 :>v—2
1 -2 0 0 0 0 2= = 1= \1

= Es gibt keine Eigenbasis zur Matrix A.
= Wir finden kein 7T, so dass T~'AT diagonal ist.
= A ist nicht diagonalisierbar.

B:
1-X 0 2
det(B—X3) =| 0 1—-X —1|=(1-2)\)
2 -1 5-—2\
=1 -=N[A=NG-A) = 1] +2[-2(1 = \)]
= (1 =N\ —6A+4) +2(-2+2))
=AM+ 4= XN +6XN% =4\ —4+4N =N+ T\ —6)
= AAN2—TA+6)=-AN—6)A—1)=0

‘1—)\ -1

0 2
Sl

1—A -1

= Eigenwerte Ay =0, Ay =6, A3 =1
Zu drei verschiedenen Eigenwerten gibt es drei linear unabhéngige Eigenvektoren, also exi-
stiert eine Eigenbasis (d.h. B ist diagonalisierbar):

Eigenvektor zu \1: (B — A\I3)z =0

1 0 210 1 0 210 10 210
0O 1 -—-1/0 ~ 0O 1 —-1]0 |~ 01 —-110
2 -1 510 0 -1 1|0 00 010
= T3 =71,T9=",21 = —2r
2
) ) —1%
su=|1 U= =| v
! i
Eigenvektor zu Ag: (B — A2l3)z =0
-5 0 210 -5 0 210 -5 0 210
0 -5 —110 ~ 0 -5 —-110 ~ 0O -5 —-110
2 -1 -110 0 -5 —-1|0 0 0 0|0
= T3 =8, T2 = —%S, 1‘1—%5
2
2 ) V30
— V. —_—
= U= |-1 = U2 = ”f;“ = _g%
° 30



Eigenvektor zu \3: (B — A3l3)z =0

0 O 210 2 -1 410 2 -1 410
0O 0 =110 ~ 0 0 2 |0 ~ 0 0 210
2 -1 410 0O 0 -110 0 0 010
:>333—0,x2—t,:c1—%t
1
. ; v
_ U
= U3 = |2 == oy = | 5
0 0
_2 2 1
V6 V30 /B
Sro| B 2
PO GG
V6 30

4 2_)\‘:(1—)\)(2—/\)—6

=X 3 —4=(A-4)\+1)=0

= Eigenwerte Ay =4, Ay = —1
Also existiert wieder eine Eigenbasis:

Eigenvektor zu \1: (C — A l2)z =0
-3 -2 -3 -2
A
< -3 -2 ) ( 0 O >
Ly 2
= Ty =15, 11 = —35 :>v1:<3> :>7)1:< 13)
V13

Eigenvektor zu \o: (C' — Aol2)z =0

(5 3)-(0 )

0 -1
b)
B: Weil B symmetrisch ist, gibt es eine orthogonale Transformationsmatrix 7"
2 2 1
V6 VB0 5
ro| 1 12
V6 30



__2
C: Wir miissen iiberpriifen, ob T7T = I gilt mit T = ( {
V13

wll =

w
S-S
v

2 3\ /_2 1 . L
() (5F %)= (5, F)406 D)
Vi Vi) \Vs ¥ vE L 01

= T ist nicht orthogonal.

S-S

Aufgabe 5
Es soll gelten:

t 3 -2 3
-2 1 -1

o7 =T 5 + 29 3 +x3 0
1 -3 1 —2

Durch die untersten drei Zeilen sind 1, x3, 3 eindeutig bestimmt:

-2 1 =1] 0 -2 1 -1
_52 :1)) _01 _(;7 ~ 0 11 —-5|-54 | ~ 0 11 -5
31 ol 1 0o 1 1| =2 0 0 16

Aufgabe 6
a)
Eigenwerte von A:
-1-Xx1 -1
det(A — AI3) = 2 =21
4 —-23-A
-2 1 1 -1 1 -1
_(_1_”‘—2 3—)\‘ _2'—2 3—/\‘+4‘—/\ 1 ‘

= (=1 =N[-AB=XN)+2]—2[(3=X) —2] +4[1 — )]
=(=1=N)(=3A+ A2 +2) —2(1 —\) +4 — 4\

=32 -AN =243\ X -2\ —24+2X+4 -4\
=N 22 A=A\ -2\ +1)

— MM —1)220

= AN=0, =1

Eigenraum zu A;: (A — A\ I3)z =0

-1 1 -1]0 -1 1 -110 -1 1 -110
2 0 110 | ~ 0 2 —-1]0 | ~ 0 2 -11]0
4 -2 310 0 2 -1]0 0 0 010

0
-4
32



fracl2 -1

:>x3:r,x2:%r,x1:—%r:>E)\1: T % reR >uv=11
1 2
Eigenraum zu Ag: (A — Aol3)z =0
-2 1 =110 -2 1 —-110
2 =1 1|0 |~ 0 0 010
4 -2 210 0 0 010
3\ (3 1
= x3 = t, To s,xlzﬁs—%téE,\zz s|1]tf O s,teR = v =12],
0 1 0
-1
v = 0
2
-1 1 -1 0 00
=T=11 3 0],D=101 0
2 0 2 0 01
c1, ¢ und c3 bestimmen:
-1 1 -1 3 -1 1 -1 3 -1 1 -1 3
1 2 0 5]~0 2 -1 8]~10 2 —-1 8
2 0 2 2 0o 2 0 8 0O 0 2 8
:>63:—3,02:4,61:—3
= 21(t) = =3, 2o(t) = 4et, x3(t) = 4e’
3
= y(t) =Tx(t) = | -3 + 8!
—6 + 8e!

b)

Fiir ¢q, c3 # 0 gilt
limy, o z1(t) = c1, limyp, oo x2(t) =0, limy—, o, x3(t) = 0. Also muss man c¢; Null setzen
und ¢z und ¢ diirfen beliebig gewihlt werden. Dann gilt auch lim; ., y(¢) = 0.

0 a— 0
=z0)=|a],ofeR =y0)=Tz(0)=| 2« |, a,B€R
B 20




