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EUKLIDISCHE RINGE, POLYNOMRINGE, IRREDUZIBILITAT IN POLYNOMRINGE

1. Betrachte den Ring R := Z[i] C C mit der sogenannten Normabbildung
N:R—7Z7° a+biw (a+bi)(a—bi)=a>+0b

(a) Zeige, dass R ein euklidischer Ring beziiglich N ist.

(b) Bestimme ggT(2 — 4,2 +¢) und ggT(28 + 10i,8; — 1) in R.

(c) Schreibe —1 + 3i als Produkt von Primelementen aus R.

*(d)

(e) Sei p € Z eine Primzahl mit p = 3 (mod 4). Zeige, dass p ein Primelement
von R ist.

(f) Zeige, dass F3[X]/(X? + 1) ein Kérper mit 9 Elementen ist.

Zeige, dass jedes Primelement aus R genau eine Primzahl p € Z teilt.

2. Zeige, dass die Anzahl der Divisionen im euklidischen Algorithmus fiir ganze Zah-
len a; > ay > 0 die Grossenordnung O(log aq) hat.

(Hinweis: Zeige, dass die k-te Zahl aj der durch den euklidischen Algorithmus
produzierte Folge grosser oder gleich der (m — k)-ten Fibonacci-Zahl ist, wenn die
Folge mit a,, = 0 endet.)

3. Bestimme die Einheitengruppe des Rings (Z/4Z)[X].

4. Sei R ein Integritdtsbereich. Ein Polynom der Form f(X) = Z; a; X" in R[X] =
R[X1,...,X,], bei der die Summe sich nur iiber Multiindizes i = (iy,...,4,) mit
>, 1, = d erstreckt, heisst homogen vom Grad d.

(a) Zeige: Das Produkt zweier homogener Polynome vom Grad d und d’ ist ho-
mogen vom Grad d + d'.

(b) Zeige: Jeder Teiler eines von Null verschiedenen homogenen Polynoms ist
selbst homogen.

(c) Fiir welche a € R ist das homogene Polynom
X2+ Y?*+ 22 +aXY +aXZ +aYZ € R[X,Y, 7]
irreduzibel?

5. Bestimme alle irreduziblen Polynome vom Grad < 5 in Fy[X].

1



6. Seien K ein Korper und f € K[X] ein Polynom von ungeradem Grad. Zeige, dass
Y?+Y + f e K[X,Y]
irreduzibel ist.

7. Zeige, dass die folgenden Polynome irreduzibel sind:

(a) f(X):=X>-3X?+2X —3€Q[X]
(b) g(X) :=7X% - X2 +4X — 2 € Q[X]
(c) h(X):= X% +4X?+ 14X +40 € Q[X]



