Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra I

Losung: Serie 8

1. Seien A = (a;;), B = (bij) € My, n(K) und A\, pp € K.
a) Es gilt

n n

Tr(pA+AB) =) (nA+AB)ii = Y _(paii + Abii) =

i=1 1=1

=Y @i+ Ay by = pTr(A) + ATr(B),
1=1 1=1

also Tr ist linear.
b)

n n n n n

i=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=1

2. Linearitét heisst, dass faa+up = Afa+ufp fir A, B € M, ,(K)und A\, p € K.

In der Vorlesung wurde bewiesen, dass jeder linearen Abbildung g € Homg (K™, K')
die eindeutige Matrix A entspricht, sodass ¢ = fa. Das heisst genau, dass f
bijektiv ist, also Kern(f) = {0, ,}) und Bild(f) = My, »(K).

f ist ein Isomorphismus M, ,(K) — Homg (K™, K™). Der Raum M,, ,(K)
ist endlichdimensional, und somit ist Homg (K™, K™) auch endlichdimensio-
nal.

Direkte Losung: Sei fij(z1,22,...,2,) = (0, 0,...,2;,...0), wobei z; die i-
te Koordinate des Vektors an der rechten Seite ist. Wir behaupten, dass
{fi; 1i=1,...,n;5 =1,...,m} ein Erzeugendensystem fiir Homg (K", K™)
ist. In der Tat, sei g € Homg (K™, K™). g = fa fiir eine Matrix A = (a;5) €
M, n(K), und das ergibt genau die Linearkombination g = >~ Z?Zl aij fij-
Homg (K™, K™) hat ein endliches Erzeugendensystem, und ist daher endlich-
dimensional.

Merken Sie sich, das f;; entspricht genau der Matrix E;;. Die Matrix E;;
(definiert in der Vorlesung) hat alle Null-Eintrig, ausser dem Eintrag (ij), der
1 betrigt.

3. Wir nehmen an, dass W; U W ein Unterraum von V ist, W; ,Q_ Wy und
Wy & Wy, Seien vy € Wi \ Wa und vy € W \ Wi. Die Summe v = vy + vg
gehort zum W7 U Wy, OBdA v € Wi. Da vy = v — vy, liegt vy auch in Wy, im
Widerspruch zur Annahme vy € Wy \ W7.

Es folgt, W7 C W5 oder Wy C W7,



4. Sei D invertierbar, also es existiert eine B € M,, ,(K), sodass
DB =1,. (1)

Seii € {1,2,...n} und sei b € M, ; die i-te Spalte von B. Der Eintrag (DB);;
ist (0,0,...a;,...,0)-b, und (1) impliziert (0,0,...a;,...,0)-b= 1. Daher ist
a; 7£ 0.

Da i beliebig war, es gilt ], a; # 0.

Umgekehrt, wenn a; # 0 fiir alle ¢, die Diagonalmatrix B

al_l 0 0

H_ 0 ay' 0
0

0 0 at

ist die Inverse von A.

5. a) Sei aA; + bAy; = 093 fiir a,b € R. Die Koordinate (1,1) ergibt a = 0,
und somit b = 0.

b) Sei

S::{(Z le’ ;>eM2,3(R)|d:e:o, b—a=f, 3a:c}.

‘({A1,A2}) €S’ Jedes Element A des Erzeugnises ({A1, A2}) hat die
Form

A:xAl—l—yAgz(m 2 +y 3a:>.

0 0 ]

Die Eintrdge erfiillen tatséchlich (2z +y) —x = z 4+ y und 3 -z = 3z,
also A liegt in S.

‘S C ({A1,45}): Sei A€ S, dh.

a b 3a
A= (0 0 b a) '
A ldsst sich als A = aA; + (b — 2a)As darstellen, also A € ({4, As}).

c) Sei Az = (1) 8 8) Angenommen, ay Ay + asAs + azAsz = 0. Der
Eintrag (2, 1) ergibt ag = 0, und somit as = a; = 0.
({A1,As, A3}) # My 3(K), denn jede Matrix A = (a;;) im fraglichen

Erzeugnis erfiillt as » = 0.



6. a)
b)

b)

Siehe Aufgabe 3.a) in der Serie 7.

Sei z; = (1,0,0,—1), x5 = (0,1,0,—1) und z3 = (0,0, 1, —1). Die Menge
S = {z1,z2, 23} erzeugt W, da (a,b,c,d) = azxy + bry + cxs fir alle
(a,b,c,d) € W (die vierte Koordinate muss —a — b — ¢ sein).
Alternativ, ein Unterraum eines endlichdimensionalen Raum (in diesem
Fall C*) ist auch endlichdimensional.

Wir haben gezeigt, (S) = W. S ist linear unabhéngig.

Die Nullfunktion ist in V7 als auch in V5 enthalten; V7 und V5 sind also
nicht leer. Fiir alle symmetrischen Funktionen f,g € V7 und fiir alle A,
gilt:

(M + ug)(x) = Mf(x) + pg(x) = Af(—2) + pg(—x) = (Af + pg)(—x)

fiir alle x € R. Dies zeigt, dass f + ¢g und \f wieder symmetrisch Funk-
tionen sind, also in Vj liegen. Folglich ist V; ein Untervektorraum. Der
Fall V, folgt analog.

Sei nun f € V eine beliebige Funktion mit f € V4 und f € V5. Dann gilt
fiir alle x € R:

f(@) = f(=2) = = f ().

Die erste Gleichung gilt, da f € Vi ist, die zweite gilt, da f € V5 ist.
Zusammen erhélt man f(x) = —f(x), also f(z) + f(x) = 2f(z) = 0 fir
alle z € R. Es folgt, dass f(x) = 0 fiir alle x € R und damit f =0, d.h.
VinVy ={0}.

Fiir ein beliebiges Element f € V', seien die Funktionen fi, fo : R — R
definiert durch
= HEICD g gy = SO =)
Wegen
fileay = LEDETE oy wma oy = LRI

fiir alle x € R ist f; € V4 und fo € V5, und wegen

f@) + f(=x) | f(@) - f(-a)
2 * 2

(fi+ f2)(z) = = f(x)

fir alle z € R ist f = f1 + f2. Dies zeigt, dass jedes Element aus V als
Summe eines Elementes aus V7 und eines Elementes aus V5 geschrieben
werden kann.

E ={1,22,2%...} C Vj ist eine linear unabhingige Menge (wegen dem
Fundamentalsatz der Algebra). Analog, O = {z,z3,2°5...} C Vj ist
linear unabhéngig.



8. Alle drei Vektoren erfiillen zo = % Die Abbildung f(z1,x2,23) = z1 +
r3 — 229 bildet sie auf Null ab.
f ist nicht trivial, da f(1,0,0) =1 # 0.



