Prof. Emmanuel Kowalski Lineare Algebra I

Losung: Serie 13

1. Durch Anwenden des Gaussverfahrens erhilt man

det Al = —89, det A2 = 27
det A3 S —4, det A4 =0
det A5 = 24, det AG = 55.

Zum Beispiel,

11111 11 1 1 1
2 3000 01 —2 -2 =2
det(4g) =det [0 2 3 0 0f=det|0 2 3 0 0
002 30 00 2 3 0
000 23 00 0 3 4
11 1 1 1 11 1 1 1
01 -2 -2 -2 01 -2 -2 -2
=det|0 0 7 4 4 |[=det|0 0 7 4 4
00 2 3 0 o0 o ¥ -3
00 0 2 3 00 0 2 3
11 1 1 1
01 -2 -2 -2
=det [0 0 7 4 4 | =55
oo o £ -3
00 0 0 %



2.

a)
b)
c)

d)

V(z1) = det (1) =1, und V(z1,22) = det (1 x1> =Ty — T1.
1 T2

Die Gleichung folgt durch Subtrahieren der ersten Zeile von den anderen.

1 x1 x? xl
—1 —1
0 zy—x; x3—a} xy T —axf
V(zy,...,x,) = det
- -1
0 =, —z; 22—2a% =t — 2}
To—x1 23— 12 A T L
= det
Tp—x1 X2 —ad . a2 g2 gnel gt

durch Entwicklung nach der ersten Spalte. Weiters, wir multiplizieren
die i-te Spalte mit —z7 und addieren sie auf die (i + 1)-te Spalte, fiir
t=n—1n-—2,...,1.

Ty — X1 T3 —ToTy ... 93372 - ng?’xl azgfl - xg%xl
V(zi,...,x,) = det
T, — X1 :U?L —XpT1 ... :L'Z’2 — xﬁ’le xﬁ’l — :UZ’Qxl
xo—x1 (2 —mp)xy ... (20— xl)ng?’ (xg — 331)55372
= det : :
Tp—21 (Tp—21)Ty ... (Tp—21)2"3 (2, —21)2" 2
Die Linearitét der Determinante ergibt nun
V(zy,...,xn) = (xn —x1) -+ - (x2 — 21)V (22, .. ., 20),

wie gewiinscht.

Wir fithren eine Induktion iiber n durch und starten bei

n=1:V(z1) =1=[],c;j< (z; — x;) (das leere Produkt).
Angenommen, V(z1,...,2n-1) = [[1cicjc, 1 (¥ —2;) fiir ein n > 1
und alle x1, z3, ... x,. Mithilfe von ¢) und der Induktionsvoraussetzung
erhalten wir

V(zy,...,xn) = (xy —x1) -+ (x2 — 1)V (22, ..., 20)
= (p —21) - (T2 — 71) H (x5 — @) = H (zj — i),

was zu beweisen war.
Also die Behauptung gilt fiir alle n € N.



3. Durch Addieren der ersten n — 1 Spalten zur letzten Spalte, erhélt man eine
Matrix die in der letzten Zeile den Eintrag (b+(n—1)a)-(1,...,1)T hat. Durch
Herausziehen des Faktors (b + (n — 1)a) und Subtrahieren des a-fachen der
letzten Spalte von allen anderen Spalten erhilt man eine obere Dreiecksmatrix
mit Eintrdgen auf den Diagonalen b — a,...,b— a, 1. Es folgt

b—a 0 o 0 1
0 b—a --- 0 1
det(A,) = (b+(n—1)a) det | = (b+(n—1)a)(b—a)" .
0 0 b—a 1
0 0 1

Alternativ kann man die Behauptung induktiv beweisen. Sei B,, die n X n
Matrix

a a a a
a b a a
B,=1]la a
a a
a a ... a b

Behauptung. det(B,,) = (b —a)" la.

Beweis. Wir verwenden Induktion. Wegen B; = (a) gilt die Aussage fiir n = 1.
Angenommen, die Aussage gilt fiir ein n > 1. Durch Subtrahieren der zweiten
von der ersten Zeile von B, erhélt man die Matrix

0O a=—b 0 ... O
a b

B, i:=|a a
a a
a a ... a b

und durch Entwickeln von B, | nach der ersten Zeile erhélt man

det(Bpy1) = det(B, ) = (b— a) det(B,) = (b—a)"a.

Behauptung. det(A,) = (b—a)" ' (b+ (n — 1)a)a.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber n. Wegen A; = (b) gilt die Aussage
fir n = 1. Angenommen, die Aussage gilt fiir ein n > 1. Durch Subtrahieren
der zweiten von der ersten Zeile von A, erhélt man die Matrix

b—a a-b 0 ... 0

a b a ... a
w1 =1 a a

a a

)
)

e
S



und durch Entwickeln von A, | nach der ersten Zeile erhilt man

Die

det(An41) = (b—a)det(Ay) + (—=1)(a — b) det(B,,)

a4 (b—a)"(b+(n—1)a)a+ (b—a)"a

=(b—a)"(b+ na).

Aussage gilt also auch fiir den Fall n + 1.

. Wir fiihren Induktion iiber n durch. Sei A = (a;;).
Induktionsanfang. Sei n = 1.

a1 Orm ) _
det <Om,1 B ) = a1 det(B)

durch Entwicklung nach der ersten Zeile.

Angenommen, die Formel gilt fiir n — 1 und fiir alle m € N. Entwicklung nach

der

(*)

(IV)

(;)

. Es gilt B = M~'AM, wobei M eine Basiswechselmatrix (und damit invertier-

bar

det(B) = det (M) det(A) det(M) = det(A) det (M ") det(M) = det(A),

ersten Zeile (*) ergibt

A On,m _
det <0m7n B ) =

(171) (172) (17n)
al < A On_l’m) — a2 ( A On_l’m) + -4 (_1)n+1a1n <A

Om,n—l

Om,n—l B Om,n—l B

On—l,m

B

a1 det(ADD) det(B) — ayo det(A12)) det(B) 4 - - - + (—1)" T det(AT™) det(B) =

det(A) det(B).

) ist. Nach der Multiplikativitit der Determinante,

was zu beweisen war.

. a)

b)

Die n x n-Matrix

0 1 0 0
-1 0 O 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ist schiefsymmetrisch.

Wir zeigen, dass alle schiefsymmetrischen Matrizen in Mat,,,, (R) mit n
ungerade Determinante null haben: Sei A eine solche Matrix. Dann gilt

det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)" det(A) = — det(A)

und somit det(A) = 0. Beim zweiten Gleichheitszeichen haben wir ver-
wendet, dass A schiefsymmetrisch ist und beim letzten Gleichheitszei-

chen, dass n ungerade ist.

. . 0 1)\ . . U . .
Die Matrix A = 1 0 ist ein Beispiel einer schiefsymmetrischen
2 X 2-Matrix mit Determinante nicht null.
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