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Musterlosung zur Zwischenpriifung

1. Aus der Zeichnung lesen wir folgende Funktionswerte ab:

fO)=0;  g(0)=-1,  g(=)=0 ¢g(1)=0;  h0)=0

Ausserdem besitzen die Graphen der Funktionen in gewissen Punkten eine horizontale
Tangente besitzen, daraus lesen wir deren Ableitungen

F0)=0;  g0)=0; K1)=0; H(1)=0
ab.

Es gilt also sicher nicht f' = g, weil f/(0) = 0und ¢g(0) = —1.

Es gilt sicher nicht ¢’ = f, weil ¢’(1) > Ound f(1) < 0.

Es gilt sicher nicht b’ = f, weil h'(1) = 0, aber f(1) < 0.

Es gilt sicher nicht ¢’ = h, weil ¢’(1) > 0, aber h(1) < 0.

Es verbleibt i’ = g, und das stimmt tatsdchlich. Die Funktion A ist ungerade, also
muss i’ gerade sein. Wir sehen, dass h'(0) = —1 ist, auch das stimmt. Auch der
Verlauf stimmt iiberein: 7/, also die Steigung von h, ist zunédchst sehr gross (bei —3),
verschwindet dann bei —1 und wird negativ bis zum Wert —1 beim Nullpunkt. Das
entspricht genau der linken Hélfte des Graphen von g — die andere Hilfte folgt durch

Symmetrie.
— L

Bemerkung: Die Funktionen zu den Graphen lauten f(z) = 552* — 122, g(x) = 2?1

und h(x) = %x?’ — x. Es gilt also f’ = hund b/ = g, sonst gibt es keine Beziehungen

mit Hilfe der ersten Ableitung.

2. Wir rechnen mit der Kettenregel und erweitern dann mit 2,/x:

_ 1 (1+ 1)_ 2ve+1  2y/r+1
2v/r + /@ 2Vr) A+ r A2+

f'(x)

3. Wir beniitzen partielle Integration: wir leiten In z ab und 2 integrieren wir.
1 1
i, o /lnx cr?dz=Inz - (—z7t) — / — (=2 Hda
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Wenn wir die Grenzen einsetzen, ergibt sich (mit Ine = 1 und In 1 = 0) folgendes:

d
—7(t) = ((—\/§)e V2 cost 4 e V(= sint), (—V2)e V¥ sint + ¢V cost)
= <e_‘/§t(—\/§cost —sint), e_‘/it(—\/Esint + cos t)) .

Wir berechnen nun den Betrag des Geschwindigkeitsvektors

()] = \/(e*\/it)Q(—\/écost —sint)? 4 (e=V2)2(—v/2sint + cost)?

_ e—ﬁt\/QCO82t+ 2v/2costsint +sin’ ¢ + 2sin®t — 2v/2sint cost + cos? ¢
= e_ﬁt\/3COS2t+ 3sin’t = \/g-e_ﬁt,

wobei wir uns an die bekannte Formel cos? t + sin®¢ = 1 erinnert haben.

Nun berechnen wir das (uneigentliche) Integral der Bogenlinge

/[7’ )|dt = /\/_e\”dt [? ft]:o: g

Dabei benutzen wir, dass lim;_,., e~* = 0, wie aus der Vorlesung bekannt.

. Wir setzen (x(t),y(t)) = 7(t) = (3 cost,2sint) und berechnen die beiden Ableitun-
gen

(&(t),y(t)) = (—3sint,2cost); (Z(t),4(t)) = (—3cost, —2sint).

Daraus ergibt sich mit Hilfe der Formel fiir die Kriimmung

K(t) = gL —yi (—2sint)(—3sint) — (2cost)(—3cost)
(22 + §?)3/2 (9sin?t + 4 cos? t)3/2
B 6sin®t + 6 cos? ¢ - 6
(5sin®¢ + (4sin*¢ + 4 cos? t))3/2 (5sin®t +4)%/2

Dabei haben wir wieder benutzt, dass sin®t + cos?t = 1.

Nun sollen wir das Maximum und Minimum von k() finden. Der Kehrwert hat die
gleichen Extrema, aber Maximum und Minimum sind vertauscht — ausserdem konnen
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wir fiir die Suche positive Konstanten ignorieren und positive Potenzen auch. Wir
suchen also nach den Extrema von f(t) := sin® ¢. Wir leiten ab und setzen Null:

1) — 2sintcost = 0 — sint = 0 oder cost = 0.

Es folgt also (im Intervall [0, 27]), dass ¢ = 0 oder ¢ = 7 oder t = Z oder t = X In
die Kriimmung eingesetzt ergibt sich

6 6 3
FO) =G~ 5 1
L) 6 66 2
()= (5-12+4)32 932 3 ¢
6 6 3
) = s 2 1
6 6 2
k,(371’ _ _

)= (5-(—1)2 4 4)3/2 T 932 o

Also ist die kleinste Krimmung ky,;, = % und wird bei ¢t = 5 und t = 37” erreicht,
aber nicht bei ¢ = 7. Die grosste Kriimmung ist kpax = % und wird bei ¢ = 0 und
t = 7 erreicht.

Bemerkung: Eigentlich miisste man auch den Rand des Intervalls [0, 27| betrachten,
um alle Extrema zu finden. Da sich unsere Funktion f aber auf ganz R fortsetzen
lasst (mit der gleichen Formel), und R keinen Rand hat, finden wir mit der obigen
Vorgehensweise alle Extrema.

. Wir schreiben den Grenzwert als

[ (tarctant)~Ldt
lim 1 arctan (1)

T—00 Inz

und beniitzen, wie in der Aufgabe als Hinweis gegeben, die Regel von Bernoulli-
Hopital.

Wir leiten den Zahler von (1) nach x ab: Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ist die Ableitung des Integrals wieder die urspriingliche Funktion.
Mit der Kettenregel erhalten wir

2

d [~ ( 1 )’:2'(%): 2z

dz J, tarctant ~ \tarctant r? arctan(z?)

Wir leiten den Nenner von (1) nach z ab: Es ergibt sich In’ 2 = % Insgesamt erhalten
wir also

2
[P tarctant) 't paaeny - 2

hm — hm N E— = hm —_— =
T—00 Inx T—r00 P z—o0 arctan x2

4
m
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Das zweitletzte Gleichheitszeichen folgt aus lim, Lr-tany = lim, S %‘;i = +o0.

Bemerkung: Wir miissen eigentlich noch die Vorbedingungen fiir Bernoulli-Hopital
priifen! Es gilt sicher lim, o, In x = oo. Ausserdem ist tan 7 = 1, also arctan 1 = 7
und der Tangens ist monoton steigend!. Also ist der Arcustangens als Umkehrfunktion
des Tangens monoton fallend. Folglich gilt fiir £ > 1, dass arctan¢ < arctan1 = 7.

Wir schlussfolgern —-— > 2 "also
arctant s

2 2

v v 4 4 > 4
/ (t-arctant) 'dt > / tldt- — = = - [Int]{ = —Ina?
1 1 i

™ ™

daln1 = 0. Wir wissen aber dass lim,_,., Inz = oo, also auch lim,_,~, In 2% = oc.

Damit gilt insgesamt

2

lim (t-arctant) 'dt = oo,
T—r00 1

also diirfen wir die Regel von Bernoulli-Hopital anwenden (da sowohl Zdhler als auch
Nenner des Bruches (1) gegen unendlich divergieren).

7. Wir substituieren y = Inx, d. h. x = €Y und damit dx = eYdy. Die Grenzen trans-
formieren sich zu x = 2015 = y = In(2015) und z = oo = In(oo) = co. Wegen
Inx =1Ine¥ =y folgt

< dr < eVdy <, I
[a = —a = —y o = y dy — —y .
2015 T(In ) m2015 €% (Y) n 2015 l -« In 2015

Dies konvergiert genau fiir 1 — o < 0, also a > 1, und zwar zu

In 2015)'—@ In 2015)1—«
I = lim — tlfa—(n _) :(n _) : (>1)
t—oo 1 — 1—« a—1

Insbesondere ergibt sich fiir « = 2, dass I, = (In2015)~1.

Fiir o < 1 divergiert das Integral nach unendlich, da lim,_, ., !~ = oo fiir solche «.
Fiir « = 1 erhalten wir ebenso

L= / yldy = [Iny|Cy05 = lim Int — In(In2015) = oo.
In 2015 b0

Bemerkung: Der log 2015, der in der Aufgabe stand, bezeichnet natiirlich ebenfalls
den In 2015. Es tut mir Leid, wenn dadurch Verwirrung entstanden ist. Das war ein
Versehen.

'Weil tan’(t) = 157 > 0 ist fiir alle £ im Definitionsbereich des Tangens.
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8. Es folgt sofort aus dem Zwischenwertsatz (ZWS), dass die Funktion f jeden Wert
y € R annimmt, insbesondere auch y = 3.

Es muss nicht immer eine Zahl x € R mit f(z) = « geben, die Funktion f(z) := z+1
ist ein Gegenbeispiel dafiir.

Hingegen gilt auch fiir die Funktion g(z) := f(z) + «, dass lim,, - g(x) = —o0
und lim,_,, g(z) = co. Also konnen wir den ZWS auf g anwenden und finden, dass
g jeden Wert in R annimmt. Insbesondere gibt es einen Punkt x mit g(x) = 0, das
bedeutet aber f(x) = —x.

Wegen lim,_,_, f(x) = —oo gibt es kein globales Minimum: Wire f(z) > C fiir
irgendeine Konstante C, so wiirde natiirlich lim,_,, f(z) > C gelten, dies konnte
also nicht minus unendlich sein.

Die Funktion f muss kein lokales Minimum haben: wieder ist f(z) := 2+ 1 ein gutes
Gegenbeispiel. Da f/(x) = 1 nie Null ist, hat diese Funktion keine Extrema, also auch
kein (lokales oder globales) Minimum.

9. Ich empfehle sehr, die Situation zu zeichnen und dann sauber zu argumentieren.

Ist f’(a) = 0 und f strikt konvex auf [a, b], so ist f” > 0. Damit ist also /" monoton
steigend, also gilt fiir alle > a, dass f'(z) > f'(a) = 0, also f’ > 0. Folglich ist
auch f monoton steigend.

Waire f nicht strikt monoton steigend, so gibe es zwei Punkte + < y im Intervall
[a,b] mit f(z) = f(y). Mit dem Mittelwertsatz finden wir einen Punkt ¢ € [z, y| mit
f'(¢) = 0. Nun haben wir aber ein Problem: Wo liegt f(c)? (Zeichnung!)

Wegen der strikten Konvexitit von f darf die gerade Strecke zwischen f(x) und f(y)
den Graphen von f nicht noch einmal treffen. Insbesondere muss f(c) unterhalb dieser
Linie liegen, also gilt f(c) < f(z). Aber dann muss ja f zwischen x und c irgendwo?
abfallen! Wir wissen aber schon sicher, dass f monoton steigend ist, und nun haben
wir uns in einen Widerspruch verwickelt. Es gibt also gar kein solches ¢, wie wir
angenommen haben. Es kann also auch keine solchen beiden Punkte x und y geben.
Folglich muss f strikt monoton steigend sein. Puh!

Ist f'(a) < O und f strikt konvex auf [a, b], dann muss f nicht strikt monoton fallend
sein. Ein Gegenbeispiel ist f(z) := x? mit [a,b] = [—1,1]: Dieses f ist natiirlich
weder monoton fallend noch steigend, jedoch gilt f'(x) = 2z und f'(—1) = =2 < 0.
Ausserdem ist f”(z) = 2 > 0, also ist f strikt konvex.

Ist f”(a) = 0 und f monoton steigend auf [a, b], so muss f tiberhaupt nicht konvex
sein. Ein einfaches Gegenbeispiel ist f(z) = sinx auf [a,b] = [0, 7]. Wir haben

2Hier benotigen wir selbstverstindlich noch einmal den Mittelwertsatz.
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f'(x) = cosx, was auf [0, 7] positiv ist, und f”(0) = —sin(0) = 0. Allerdings ist
f"(x) = —sin(x) auf (0, 7] strikt negativ, also ist f strikt konkav, nicht konvex.

Ist f(a) =0, f(b) =0und f(c) = 0mita < ¢ < b, so gibt es wegen dem Mittelwert-
satz (MWS) zwei Stellen =y € [a,c], z1 € [¢,b] mit f'(z9) = 0 und f'(z1) = 0 (da
die Steigung der Sekante zwischen f(a) und f(c) Null ist; ebenso fiir ¢ und b). Eine
nochmalige Anwendung des MWS ergibt uns einen Punkt z € [z, z1], wo die zweite
Ableitung f”(z) = 0 ist.

10. Wir betrachten die Vorzeichen der Ableitungen
W=(fo) =1 9+f g 2)
W=(f9)+(fd) =f'a+fgd+fg+1fd"=fg+2fg+fg" (3
Sind f und g beide positiv und monoton steigend, soist f > 0,9 >0, f' > 0,49 > 0,
also auch (fg)" > 0 mit (2). Also ist das Produkt & = f - g monoton steigend.

Ist f negativ und monoton steigend, also f < Ound f” > 0; und g positiv und monoton
fallend, also ¢ > 0 und ¢’ < 0; so ist nach (2) A’ > 0, also monoton steigend.

Sind f und g beide positiv und monoton steigend und konvex, so gilt f > 0, g > 0,
f'>0,4g > 0sowie f” >0, g > 0. Gemiss (3) gilt dann also auch A" > 0; also ist
h konvex.

Sind f und g beide positiv, monoton fallend und konvex, so gilt f > 0,9 > 0, f' <0,
g <0,sowie f” >0, ¢” > 0. Gemiss (3) gilt dann A" > 0, also muss A nicht konkav

sein.
Ein konkretes Gegenbeispiel wire f(z) = g(x) := e~”. Diese Funktion ist natiirlich
positiv; es gilt f/'(x) = —e™® < 0, also ist sie monoton fallend. Wegen f”(z) = e™* >

0 ist sie auch (strikt) konvex. Nun ist aber h(z) = f(z) - g(x) = e 2 ebenso strikt
konvex (da 1" (x) = 4e~** > (), insbesondere keinesfalls konkav.



