Anwendungsubung Nr. 10 Rotationskorper auf schiefer Ebene

Ziel der Aufgabe war zu bestimmen, welcher Kérper (Voll-, Hohlzylinder und Kugel) bei
gleicher Masse schneller eine schiefe Ebene hinunter rollt.

a)

Die Beschleunigung eines Zylinders hangt allein vom Tragheitsmoment ab, da Masse und
Abmessungen identisch sind. Das Tragheitsmoment ist die Eigenschaft eines Koérpers, einer
Rotationsbewegung zu widerstehen.

b) Zylinder vs. Hohlzylinder:

Definition Tragheitsmoment:
Abstand zur Drehachse im Quadrat aufsummiert und Gber das Volumen integriert.
Bsp: allgemein: Jz = pJff (x* + y*)dzdydx Jw J, analog
Fir Rot.kdrper: Jz= pfffr® dzdrde (r* = r**r aus Jacobidet.)
Masse Zylinder:
m = pV =pnrzh
Im Falle des Hohlzylinders ist die gesamte Masse die auf dem Rand verteilt:

m= ﬂpHohlzylinderh (RZ - roZ)

m

PHonizylinder = Th(R2—12)

Daraus ergibt sich:
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Wobei 2mtpronizyiinderh (R7 /= m

]Hoh[zylinder =% m (RZ + rOZ)
Daraus ergibt sich fiir den Vollzylinder:

1
] Vollzylinder = E m R?

Dary=0.

Die Dichte der Zylinder ist zwar unterschiedlich (PHonizyiinder > Pvolizyiinder), allerdings ist deren
Masse dieselbe und fiir die Berechnung des Tragheitsmoments ist nur Letztere relevant.

Es ist ersichtlich, dass g m (R? + ro?) > % m R?

JHohizylinder > JVvolizylinder

Wir kommen zum Schluss, dass sich der Vollzylinder schneller in Bewegung setzt als der
Hohlzylinder.



c) Tragheitsmoment einer Kugel mit Masse m

Jkugel = .[rparallel2 dm = pKugeI.[ rparallel2 dv
Der Abstand von der z-Achse betragt: ryaraier = r sin 6

Zum Berechnen des Integrals wird das Volumen in Kugelkoordinaten ausgedrickt, welche r,
0, ¢ sind.

(1) Bezeichnung einer Kugel mithilfe von Kugelkoordinaten
Anhand der Abbildung kann man erkennen, dass X, y, z wie folgt definiert sind:
X =rsin 6 cos @
y=rsin0sin@
z=rcos B

Da wir 3 Unbekannte haben, kann die Aufleitung nach dem Volumen dV so geschrieben
werden:

dV = r?sin 6 dr d6 do

Daraus ergibt sich dann fiir das Tragheitsmoment:

J = pruger J [T 27 sine dr d8 do

Da die Integralgrenzen nicht voneinander abhangig sind kann man r und ¢ unabhangig von 6
ausrechnen.

J = Prugel RY5 [ [ sin d6 do

J = Prugel 2TR/5 [ sin°6 dO



Um nach 8 zu integrieren mussen wir eine partielle Integration machen.

Jy sin®6 d6 = ["sin® d - [ " cos” 6 sin do =

w |

Mit:
u = sin’0
v =sinB
Daraus ergibt sich dann:
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Mit V = R®Z und m = pyyger V.

Im Vergleich zum Vollzylinder (Jvolizyiinder = %m R?) ist die Kugel schneller.
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