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5.1. Diverse Grenzwerte
(a) Es sei e > 0 beliebig. Aus a,, — « und b,, — x folgt insbesondere
dngeN VYn>ng: (z—e<ay,) A(b, <z+e).

Zusammen mit a, < x, < b, fir jedes n € N folgt Yn > ng: (r —e < x, < x + ¢),
also |z, — x| < e fir alle n > ng und damit Konvergenz x,, — = nach Definition.

(b) Wir beweisen a = 0 mithilfe von (a). Fir jedes n € N gilt

1-1---1= =,
n

<
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Sowohl a,, = 0 alsauch b,, = % konvergieren gegen 0 fiir n — oo. Somit folgt n% — 0.

Nach dem selben Prinzip kann b = 1 gezeigt werden. In der Vorlesung wurde Konver-
genz /n — 1 fiir n — oo bewiesen. Analog dazu beweist man Konvergenz /w — 1
fiir eine beliebige, feste reelle Zahl w > 0. Fiir jedes n € N gelten die Ungleichungen

Vn < /An+2 < VAn + 2n = V6 - /n.

Wie oben erwihnt, konvergieren a,, = {/n und b, = /6- /n beide gegen 1 fiir n — oo.
Folglich muss auch +/4n + 2 gegen 1 konvergieren.

Zahler und Nenner der Folge mit Grenzwert ¢ konvergieren beide gegen Null, was
keine Schlussfolgerung zulasst. Formen wir den Bruch jedoch um, so sehen wir ¢ = 6.

e —1 n3+3n+1_n2—(n2—42)

(P H3n+1)-42 0 (1430774 n0) 6 e
T T(n?—42)n n=3 1 —42n—2

6.

(c) Wir berechnen jeweils zuerst den Grenzwert innerhalb der Klammer.

1 1 1
n—00 \k—oo | + on—k n—oo\ 1 + khm on—k n=oo\ 1 + ()
—00

. . 1 .
B = i (Jim, 1) = Jim (0) =0

Es gilt A # B, das heisst, Grenzwerte beziiglich verschiedener Parameter darf man
im Allgemeinen nicht vertauschen.
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5.2. Cauchy-Kriterium (g,),ecy ist nach Definition eine Cauchy-Folge, falls gilt
Ve>0 dngeN Vm,n>ng: |a,—a,l <e.

Es gentigt nicht, dass |¢, — gn+1| — 0 fiir n — oo, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt.
"1
gn ‘= Z -
Pl

1

_T—H‘ — 0 fiir n — o0, aber (g,)nen ist

Dann ist g, € Q und es gilt |g, — ¢ni1| = ‘
keine Cauchy-Folge vermoge

1
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q2n—qn:7—’—...+72
n 2n
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5.3. Haufungspunkte Nach Definition ist z € C ein Haufungspunkt der komplexen
Folge (an)nen, falls sie eine gegen z konvergente Teilfolge zuldsst.

(a) Falls 3 € [0,1[NQ, so gibt es teilerfremde Zahlen p,q € N sodass 3= = g.

Behauptung. Die Menge A der Haufungspunkte von (a,)ney mit a, = €™ ist

A= {eio‘, e . ,eiqa}.
Beweis. Nach Voraussetzung ist aq = 27p. Daraus folgt fiir jedes k£ € N
Uprg = (eia>k+q — (eia)k . eiaq = ay, - ei27rp = ay,

das heisst, die Folge ist periodisch mit Periode ¢. Ferner gilt fiir alle m,n € N mit
a(m—n)

0<m—n<gq, dass 5 = (m — n)g ¢ 7, da p und q teilerfremd sind. Folglich ist

Ay — Ay = eian . eiam _ eiom(l . 67La(m—n)) 7& O,

das heisst, alle Folgenglieder einer Periode sind verschieden. Fiir k € {1,...,¢q} sei
Ap = {k+qgm; m € Ng}. Dann ist Ay C N eine unendliche Teilmenge und wir erhalten
die Teilfolgen (a¢)eeny, - - -, (ar)rea,_, die jeweils konstant, also trivialerweise konver-
gent sind. Die jeweiligen Grenzwerte sind a4, . .., a, welche nach obiger Uberlegung
paarweise verschieden sind. Daher gilt

AD{ay,ag,. .. a,) = {e e ... e}

Jede andere Zahl z € C ist kein Haufungspunkt, denn gemaéss Periodizitat gilt fiir
jedes n € N

la, — 2| > min{|a; — 2|, ..., |a, — 2|} =: do
Aus z ¢ {a1, as, ..., aq} folgt dp > 0 und es kann keine gegen 2 konvergente Teilfolge
geben. Also gilt A = {ay,as,...,a,} = {€ 2> ... e}, ]
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(b) Sei &£ € [0,1[\ Q, das heisst, ka ist fir kein & € Z\ {0} ein ganzzahliges

Vielfaches von 27. Folglich gilt fiir beliebige m,n € N mit m —n € Z \ {0}
Ay — Ay = eiom . eiam _ eiom<1 . eia(m—n)) 7é 0.
Alle Folgenglieder sind somit paarweise verschieden, das heisst, die Folge ist injektiv.

Behauptung. Die Menge der Haufungspunkte von (a,),en ist der ganze Einheitskreis
(Diese Behauptung folgt natiirlich nicht allein aus der Injektivitat: Zum Beispiel sind
alle g, = e'n verschieden und auf dem Kreis, haben aber nur 1 als Haufungspunkt.)

Beweis. Es gilt |a,| = ™| = 1 fiir jedes n € N. Ist w € C mit |w]| # 1, so ist
w = ay| > |[w| = |ay|| = |[w] = 1] = ¢ >0

Fir 0 < € < c existiert somit kein n € N mit |w — a,,| < € weshalb w mit |w| # 1 kein
Haufungspunkt sein kann. Um zu zeigen, dass tiberhaupt Haufungspunkte existieren,
verallgemeinern wir den Satz von Bolzano-Weierstrass auf komplexe Folgen.

Sei x,, der Realteil und y,, der Imaginérteil von a,,. Wegen |a,| < 1 fir alle n € N, ist
(n)nen eine beschrankte reelle Folge. Gemaéss des Satzes von Bolzano-Weierstrass hat
(Zn)nen eine konvergente Teilfolge (x,),ea gegeben durch A C N. Analog ist (Y )nea
beschrankt und hat eine konvergente (Teil-)teilfolge (y,)ner gegeben durch I' C A.
Gemadss der Bemerkung in der Aufgabe ist dann (a,)er eine konvergente Teilfolge
von (a,)nen, das heisst, es existiert mindestens ein Haufungspunkt.

Sei € > 0 beliebig. Wir konstruieren zunéchst eine spezielle Teilfolge von (ay, )nen, die
mit fester Schrittweite s < ¢ den Einheitskreis abwandert. Gemafl Konvergenz der
Teilfolge (ay,)ner existieren mg,n. € I', m. > n., sodass |a,,. — a,_.| < € nach dem
Cauchy-Kriterium. Wir definieren b, = by(€) := ap@m.—n.) fiir £ € N. Dann ist

|bk+1 _ bk| _ ’eia(kﬂ)(mg—ns) _ eiak(me—n8)|

iak(me—ne) | |e—ian5 1ame

= |e lle — e =11 |ap, — an.| = s <e.

Die Folge (by)ren ist bis auf ,Umnummerierung“ eine Teilfolge von (ay,)nen und somit
ebenfalls injektiv. Injektivitat und feste Schrittweite s < ¢ implizieren, dass (by)ren
im Kreis lauft ohne den Umlaufsinn zu dndern und daher jedem z € C mit |z| =1
bis auf Abstand < € nahe kommt. Das geniigt aber noch nicht, da die Teilfolge noch
von € abhangt. Da € > 0 jedoch beliebig ist, konnen wir folgenden Trick anwenden:

Sei z € C mit |z|] = 1 beliebig. Fiir jedes ¢ > 0 definieren wir die Teilmenge
Q. = {k € N; |z —bi(e)| < €}. Fiir jedes j € N sei p; € N das j-te Element der
Menge Q1. Ferner sei © = {p;(m1 —n1); j € N}. Dann konvergiert die Teilfolge

(ar)eco gegen z, denn fiir jedes £ = p;j(m1—n1) € O gilt |ag—2| = [b,, —2| < % <3 O
J J
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5.4. Reihen

(a) Die Reihe tiber a, = (—1)"/n ist divergent, denn vermoge Vn € N : |a,| > 1
konvergiert a,, nicht gegen Null.

n—>5
(b) Die Reihe iiber b, ( ) konvergiert gemass des Wurzelkriteriums, denn

2n+1

n 1-2 n 3 1
Vi > 10 - {‘/bn:( ) <( > <\[<1.
"= onl =3, 7 =\ont1) = \2

(c) Wegen d,, = ﬁ < G-ne 1) konvergiert die Reihe geméss Majorantenkriterium.
Um den Wert der Reihe zu bestimmen, betrachten wir die Folge der Partialsummen.

"= ik:?_z( -5)

n n n—1 n
I D R
P k 1 iR k1 n
Damit konvergiert s, — 1 fiir n — oo, das heisst, der Wert der Reihe ist 1.

Bemerkung zu (t). Da die Reihe >3, + divergiert, ist X025 27 7# Ynls 727 — Zoneo 1
denn oo — oo ist nicht definiert. Man muss die die Folge der Partialsummen betrachten.

5.5. Konvergenzbereiche

(a) Die Reihe tuber a, = n!z" konvergiert nach Quotientenkriterium nur fiir x = 0,
denn es gilt

. <1 ‘v’nEN falls x = 0,
=Dl S v > L falls 2 £ 0.

an+1

n+ D)
_’ n!

Qn

(b) Die Reihe iiber b, = 2"e** = (2¢**)" konvergiert nach Wurzelkriterium, falls
2¢?*| = 2¢** < 1, was dquivalent zu z < —3 In(2) ist.

n

—n lg n . . .
(c) Die Reihe tiber ¢, = (?7:;;2" = ((131)2> konvergiert nach Wurzelkriterium, falls

’ £

(1—x)

Im Fall z > 0 ist die Bedingung dquivalent zu 0 < 1 — 3z + 2% = (z — 2)(z — 3).
Die Parabel ist nach oben geoffnet und damit positiv links oder rechts von beiden

Nullstellen. Die Bedingung ist somit dquivalent zu (0 <z < 1) V (2 < z).

<l & ilzgl<l-2zP=1-20+2"

Im Fall x < 0 lautet die Bedingung 0 < 1 — %x + 22. Da diese Parabel nach oben
gedfnet ist und wegen (2)? — 4 < 0 keine Nullstellen hat, ist die Bedinung fiir alle
x < 0 erfillt. Der Konvergenzbereich ist somit {z € R; (z < 3) V(2 < z)}.
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