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6.1. Limes superior Es sei a = limsupa, und g = limsupb,.
n—oo n—oo

(a) Zu beweisen ist limsup(a, + b,) < a + §. Wir treffen die Gegenannahme

n—oo
lim sup(a, + b,) = lim (sup(am + bm)) >a+ .
n— o0 k—roc0 m>k

Dann existiert ein £y > 0 sodass fiir alle k € N

sup(am, + b)) > a+ B+ <.

m>k
Daraus folgt wiederum, dass fiir alle £ € N ein m > k existiert, sodass
A + by >+ B+ 35
oder umgeformt (a,, — a) + (by, — ) > ieo. Fiir alle k € N existiert also m > k mit
(am —a) > igﬁ Vo (b — ) = igo (1)

Aus der Definition des Limes superiors (vgl. Bemerkung 3.4.2) folgt jedoch Existenz
von kg, sodass fur alle n > kq gilt

an <a+ico A Bn <B4+ ico (1)
Die Aussagen (1) und (f) widersprechen sich, das heisst, die Gegenannahme ist falsch

und es gilt wie behauptet
lim sup(a,, + b,) < limsup a,, + lim sup b,. (1)

n—oo n—oo n—o0

Die tibrigen Ungleichungen konnen wir aus dieser herleiten. Zunachst gilt

limsup(—b,) = l}l_)fglo(sgfl)g(—bm))

n—oo

= lim (— inf (bm)) = — lim (inf (bm)) = — lim inf(b,,).

k—o0 m>k k—o0 \m>k n—00

Daraus folgt

lim sup a,, = limsup(a, + b, — by,)

n—oo n—oo (
< limsup(a, + b,) + limsup(—b,) (wegen (1))
n— oo n— oo
= limsup(a,, + b,) — liminf(b,),
n—00 n—oo
(an +b

n)- (2)

= limsupa, + liminf b, < limsup(a,
n—00 n—oo n—00

—lim inf(a, + b,) = lim sup(—a, — by)

n—o0
< limsup(—ay,) + lim sup(—b,,) (wegen (1))
n—oo n—oo

=— liggjlf(an) - h&gf(bn),

= liminf(a, + b,) > lim inf(a,) + lim inf(b,). (3)
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(b) Es sei
(=1)2, falls n gerade, 5 (=1)2™,  falls n gerade,
ap = n —
%, falls n ungerade, %, falls n ungerade.
Dann gilt
o b — 0, falls n gerade,
1, falls n ungerade.
und somit

limsup(a, +b,) =1 <1+ 1 =limsupa, + limsupb,,

n—oo n—oo n—o0

limsup(a, +b,) =1>1—1=limsupa, + li}lgiolgf b,

n—oo n—oo

liminf(a, + b,) =0 > —1 — 1 = liminf a,, + liminf b,.

(c) Es seien o = limsupa, und § = lim inf (:-). Nach Annahme ist
n—00 n—0c0 "

0<da = linlinfan < a < oo.
n (o]

Daraus folgt Existent von ng € N, sodass a,, > 0 fiir alle n > ng gilt. Folglich ist auch
i > 0 fur alle n > ng, woraus S > 0 folgt. Angenommen, § = 0. Dann konvergiert
eine Teilfolge von (ai)neN gegen Null. Das bedeutet aber, dass a,, auf dieser Teilfolge
divergiert, was a < 00 widerspricht. Folglich ist 5 > 0.

Ferner ist a der grosste Haufungspunkt der Folge (a,,),en und es existiert eine Teilfolge
(@n)nen mit Grenzwert o > 0. Geméss den Grenzwertsiatzen konvergiert dann (i)ne A
gegen é Folglich ist é ein Haufungspunkt der Folge (%)neN und damit insbesondere
grosser oder gleich dem kleinsten Haufungspunkt f3. Es folgt

L liminf<1>,

Q n—o0 \ a,
Analog ist S der kleinste Haufungspunkt der Folge (ﬁ)neN und es existiert eine andere
Teilfolge (é)ner‘ mit Grenzwert § > 0. Damit konvergiert (a,),er gegen % Folglich
ist % ein Haufungspunkt der Folge (a,)neny und damit insbesondere kleiner oder gleich
dem grofiten Haufungspunkt o, das heisst,

< a=limsupa,
n—oo

==
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Da o und S beide positiv sind, folgt zunachst i < f und damit insgesamt é = [ wie
in der ersten Formel behauptet.

Um die zweite Formel zu beweisen, betrachten wir b,, = ai Aus den Annahmen
n

0 < o/ =liminfa, < oo, 0 < a =limsupa, < oo
n—roo n—00

folgt Existenz von ng, sodass fiir alle n > ng gilt
0<3d <a, <2a<o.

Daraus folgt

1 2
0<—<b, < — <o0.
2x o

fiir alle n > ng, das heisst, die Folge (b,,),en erfillt ebenfalls die Annahmen. Damit
dirfen wir die erste Formel auf b,, anwenden und erhalten

1 1 . : 1
— = ——— = limsupb,, = lim Sup(>.
liminfa,  liminf ;- n—o0 n—oo \lp
n—o0 n—oo n
6.2. Konvergenzradien Sei a, = 1455;171)” Dann gilt

1 i inf 1 lim inf V1i+ar
po = ————— = liminf — = lim inf ———=——.
limsup /|a,] "7 la,| "7 {14 (=1)"

n—o0

Die Folge der Zahler /1 + a™ ist konvergent. In der Tat gilt im Fall 0 < o < 1.
VneN: 1< Yl+ar< V2 = lim V/1+a" =1

und im Fall 1 < o

VneN: a<V1+ar<2a"=av?2 :T}Lrgo\"/1+a":a.

Die Folge der Nenner {/1+ (—1)" hat zwei die Hiufungspunkte 0 und 1. Der Limes
inferior wird durch den Héufungspunkt 1 im Nenner realisiert. Es folgt

)1, falls0<a <1,
P= a, falls1 <a.



ETH Ziirich Analysis | D-INFK

HS 2015 Losung zur Serie 6 Prof. M. Struwe
Sei b, = % Dann ist {/|b,| = { n?’—; = (L/% fir n — oo konvergent gegen 3.

Somit ist p, = 3 der Konvergenzradius der Reihe b(z). Daraus folgt sofort, dass b(x)
konvergiert, falls || < 3 und divergiert, falls [z| > 3. Das Verhalten der Reihe im
Fall |z| = % muss jedoch separat untersucht werden. Es gilt

- EEB0-E

Dies ist eine alternierende harmonische Reihe und damit konvergent. Dagegen ist

b SN Sk

n=0 n=0

eine harmonische Reithe und damit divergent. Insgesamt konvergiert b(x) fiir alle

1, fallsdk e N:kl=n,

o o0
sz! = Z 2", Cp =
k=1 n=1 0

sonst.

Offensichtlich gibt es unendlich viele n € N mit 3k € N : k! = n. Der Konvergenzradius
dieser Reihe ¢(z) ist somit

1 1
pC ey o = - = 1
limsup {/c, 1

n—o0

6.3. Vergleich mit der Zeta-Funktion Es gilt

_ Wn+l <2\/ﬁ_2
s 1= Y

Fir alle m € N folgt

wlot
(SR

1 _
nz2"s =2n

Die Folge der Partialsummen ist somit beschréankt durch 2 ¢ (%) Da alle Summanden
¢n positiv sind, ist die Folge zudem monoton und damit konvergent.

4/6
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6.4. Partialbriiche Wir zerlegen den Nenner in Linearfaktoren: Aus
(22 —2—2) = (v —21)(z — o)
folgt z129 = —2 und —x; — x5 = —1. Wir schliessen auf z; = 2 und z; = —1.
(a) f(x) = m ist definiert fir alle x € R\ {—1,2}.
(b) Wir suchen A, B € N mit

A, B _Awt+)+B-2) (A+Blp+A-28,
T2 i1 9w+ @-2@sn W

Dazu muss gelten (A + B)x + A — 2B = 1 fiir alle z, das heisst (A+ B) = 0 und
A—2B =1 Esfolgt A=1%und B = —%, also

3

1 1

1) =30=9 " 3w+

(c) Wir realisieren die Partialbriiche jeweils als Grenzwert einer geometrischen Reihe.

xiQZ_;(llz):_z< )

2

1 1 >

l+z 1-(-2) > (-

Insgesamt folgt

-5 iR £ -

k=0

(d) Die Reihe konvergiert, falls beide geometrischen Reihen konvergieren. Die Bedin-
gungen dazu sind |3| < 1 und |—z| < 1. Die Reihe konvergiert also fiir alle » € |—1, 1[.
Dies ist das grosste Intervall der Form |—r, r[, das Teilmenge des Definitionsbereichs
der Funktionsvorschrift fiir f ist.

Konvergenzkreis

[
A

Definitionsbereich von f
R
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6.5. Scherzaufgabe Sei G die Menge aller n € N, deren Dezimalform nicht die
Ziffer 9 enthélt. Fir jede Ziffer einer Zahl in GG gibt es nur 9 statt 10 Moglichkeiten,
das heisst, die Menge Z;, := {n € G; n < 10*} aller Zahlen in G' mit héchstens k
Ziffern hat 9% — 1 viele Elemente. (0 gehért nicht dazu, daher wird 1 abgezogen.)
Dann gilt

sy ey Y g

neG ' k=1 \neZ\Zp_1 k=1 \neZ;\Zx_1

o] 9k 00 9 k
< ~103 (=) <.
=2 g ,;<10) OO




