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7.1. Additionstheoreme

(a) Die Reihe Exp(z) konvergiert fiir jedes z € C und damit insbesondere absolut.
Die Summanden diirfen also umsortiert werden und es gilt

EX ZI i : i (Z )24 _’_i (Zx>2€+1
P i K ( 0)! %“‘1)

)Z 20+1

) _ .
— Z ) Z 2011 = Cos(z) + i Sin(x).

Da in Cos(z) nur gerade Potenzen von z summiert werden, gilt Cos(—xz) = Cos(x).
Da in Sin(z) nur ungerade Potenzen von x summiert werden, gilt Sin(—x) = — Sin(z).
Die zu zeigenden Formeln folgen aus

Exp(ix) + Exp(—iz) = Cos(z) + i Sin(x) + Cos(—x) + ¢ Sin(—z) = 2 Cos(z),
Exp(ix) — Exp(—iz) = Cos(z) + i Sin(x) — Cos(—z) — i Sin(—x) = 2i Sin(z).
(b) Fiir alle z,y € R gilt
Exp( (x + y)) = Exp(iz) Exp(iy) = (Cos(x) +1 Sin(x)) (Cos(y) +1 Sin(y))
= Cos(x) Cos(y) — Sin(z) Sin(y) + i(Sin(x) Cos(y) + Cos(z) Sin(y)).
Mit (a) folgt

Cos(z +y) = Re(Exp(i(m + y))) = Cos(x) Cos(y) — Sin(x) Sin(y),
Sin(z +y) = Im (Exp (z(x + y))) = Sin(z) Cos(y) + Cos(z) Sin(y).

(c) Mithilfe des Additionstheorems aus (b) und den Symmetrien aus (a) zeigen wir
1 = Cos(0) = Cos(z — z) = Cos(x) Cos(—x) — Sin(z) Sin(—x)
= Cos(x)? + Sin(z)?.
Damit folgt
Cos(3z) = Re(Exp(?)ix)) = Re(Exp(i:v)3> = Re((Cos(:B) +1 Sin(m))g)
= Re(Cos(a:)3 + 3i Cos(x)? Sin(x) — 3 Cos(x) Sin(x)* — iSin(:c)?’)
= Cos(z)? — 3 Cos(z) Sin(z)* = Cos(z)* — 3 Cos(x)(l - Cos(x)2>
= 4Cos(x)* — 3 Cos(x).
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7.2. Verhalten von Sin Wir erinnern an die Definition der Potenzreihe

00 (L )k g2k+1 e R
Sin(:p):’;)(@k?m: —§+5! 7'+9
(a) Es gilt
00 (L1 )k 2kt 00 (L1 )k 2kt
x — Sin(x) :x_,;)((%)ﬂ)! = —k:1((2lg+1)!
L2020 1)41 L220+1 oo [ LAl LA
- Z( -1+ (2(20) + 1)!)2 Z((M —l (4e+ 1)!)‘
Fiir alle x € [0,1] und alle ¢ € N gilt 2%~ > 2%*+1. Daher ist auch > o

(4£ 1) = e
woraus die Behauptung = — Sin(x) > 0 folgt.

(b) Wir zeigen hm Sm(‘r) = 1. Es gilt

Sin(z) 1 & (—1)ka?H! > (—1)kx2k (—1)kg?*
x :;,;0 (2k +1)! :,;()(%H) +Z 2k + 1)

Die Behauptung folgt, da fiir alle z € R mit |z| <1 (dlese gentigen fir z — 0) gilt

> G| = X | < X s < o Ese) =0
— —_ —— < |77 Ex :
2k +1)!| 2k;+1) = e ptl
Analog zeigen wir hII(l) %;‘(x) = 4. Mit (2 + 1)! = 6 berechnen wir zunéchst
z — Sin(z RHL 2kl 00 (_q)kHlp2k—2 00 (_ q)k+l 2k-2
voSinf@) 1 (FDTer T (DT L e (ED e
3 T3 = (2k+1)! = (2k+1)! 6 ;= (2k+1)

2k4

(2k + 1)!

Wie oben lisst sich 22 ausklammern, denn 2k — 2 > 2 fiir k > 2. Falls |z| < 1 folgt
0 (_1)k+1x2k72

EQW-"Z

Exp(z)—
T

1 z—0
< |z Zm_m Exp(1) — 0.

Wir behaupten hm = 1. Dann folgt namlich

e Sin(z) N Sin(z) 1 1
prare)] (S Exp(z) —22) Pty 3 " Exp@-1) " g

In der Tat ist wie bisher fur |x| <1

E -1 1 00 oo k-1
Exp) =1 _ SR Sra
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7.3. stetige Funktionen

(a) Die Wurzelfunktion f(x) = /z ist monoton wachsend. Daher existieren fiir jedes
zg € |0, 00| die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

(= lim f(x), r= lim f(x).

TO>T—T0 x0<T—T0

Aus den Grenzwertsitzen folgt, dass r und £ beide die Gleichung y? = zq erfiillen:

€2:( lim f(x))( lim f(x)): lim (f(x))2: lim x =z,

T0>T—T0 xTo>T—T0 T0>T—rT0 T0>T—rT0
2
2 . . o . o . o
= (i, f@)( lm f(@) = m (f@) = m = o

Losungen y > 0 der Gleichung y? = x sind jedoch eine eindeutig. Daher gilt £ = r
und f ist stetig in |0, oo[. Im Fall 2y = 0 ist der linksseitige Grenzwert nicht definiert
und wir betrachten nur den rechtsseitigen Grenzwert r = limg.,_,o f(x). Dieser erfiillt
dann die Gleichung r? = 0 und es folgt 7 = 0 = f(0). Somit ist f stetig in [0, ool.

(b) Damit f: [0,4] — R wohldefiniert ist, muss gelten Va € [2,4] : 2rz — 2> > 0.
Dies ist dquivalent zu Vx € [2,4] : 2r > z. Notwendige Bedingung ist also 2r > 4, das
heisst, > 2. Aus (a) folgt, dass f auf [0,4] \ {2} als Komposition stetiger Funktionen
stetig ist. Die Bedingung fiir Stetigkeit auf [0, 4] ist daher

lim f(z)= f(2)= lim_ f(z).

2>x—2 2<x—2
Es gilt
: _ 1 _ g1
2396122 fla) = 231122 2oy =dr,
1 = i _— 2 pum _ pu— _—
2ilxrr_1>2f(x) = 25{1_1}2 Vorz — a2 = ir —4=2r — 1.

Die Bedinung lautet also 4r=! = 2y/r — 1. Wegen r > 2 ist dies dquivalent zu
4 = r?(r —1). Wir sehen, dass r = 2 die eine giiltige Losung ist. Somit ist f stetig fiir
r = 2. Um den Graphen von f zu zeichnen, beobachten wir, dass der Graph von

m:\/ﬂ—(r—x)QZ\/r?—(:v—rV

Teil des Kreises mit Radius r um den Punkt (r,0) € R? ist. Fiir r = 2 erhalten wir:

f

2t
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7.4. Linker und rechter Grenzwert Fiir alle z € R\ {a} gilt
204z —2ax—a  z—a+2z(r—a)  (z—a)(l422)

T S e =@ e —d @Gt al e al(11 [t a)

Fir o > a ist |z — a| = (x — a). Daher gilt

. . 14+ 2z 1+ 2a 1, falls a > 0,
lim f(x)= lim = =1 1io
a>z—a a>r—a ] + |z +a] 14 |24 e falls a < 0.
Fir x < a ist |x — a] = —(x — a). Somit gilt
, , 1+ 2x 14+ 2a -1, falls a > 0,
lim f(z)= lm —————=——"—"— = 142
a<z—a a>z—a 1 4 |z + al 1+ |2al —2¢ falls a < 0.

Im Fall @ > 0 sehen wir sofort, dass f an xg = a nicht stetig ergénzbar ist.

Im Fall a < 0 ist f an zp = a stetig erganzbar, falls links- und rechtsseitiger Grenzwert

iibereinstimmen, das heisst, falls % = —}fgg Dies ist genau dann der Fall, wenn
1+2a __ - _1
o = 0, also falls a = —3.

7.5. Stetigkeit Wir behaupten, dass die Funktion

s, falls (2,y) # (0,0),
R SR, fay) =m0 Z 00
0, falls (,9) = (0,0)

nicht stetig im Punkt (0, 0) ist. Dazu konstruieren wir eine Folge (z,,,v,) — (0,0), so
dass f(x,,yn) nicht gegen f(0,0) = 0 konvergiert. Sei (2, yn) = (3, %) fir n € N. In
der Tat gilt (£, 1) — (0,0) fiir n — oo aber

: 1

G =TT =5 »0=10.0).

Dagegen ist die Funktion

e falls (2,9) # (0,0),
g:R* =R, glz,y)={=" alls (w,5) # (0,0)
0, falls (z,y) = (0,0).
tiberall stetig. In R?\ {(0,0)} ist g stetig als Komposition stetiger Funktionen. Wir
betrachten daher eine beliebige Folge (z,, y,) mit Grenzwert (0,0) und berechnen

Yn
5+ Yn

2

Tnln
2 2
Ty, + Yn

’f(xm yn)‘ =

(Man beachte, dass die letzte Abschatzung bei der Funktion f nicht funktioniert.)
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