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11.1. Kettenregel

(a) f(z) = log(%(l +v1-— .T2>) ist definiert, falls das Argument der Wurzel > 0
und das Argument des Logarithmus > 0 ist. Somit muss 2% < 1 und % > 0 gelten.
Folglich ist f definiert auf Dy = ]0, 1]. Auf D; = |0, 1] ist das Argument der Wurzel
strikt positiv. Somit ist f auf D; differenzierbar als Komposition differenzierbarer
Funktionen. Fir xz € D, folgt
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(b) f(z) = {Jlog(tanz) ist definiert, falls tan x positiv ist, denn die dritte Wurzel ist
definiert auf ganz R und der Logarithmus fiir positive Argumente. Der Tangens ist
m-periodisch und positiv auf |0, 7[. Der Definitionsbereich von f ist somit

Do = |J Jnm,nm + Z[.
nez

f ist differenzierbar, falls das Argument der Wurzel ungleich 0 ist. Die Bedingung
dafiir ist tan(x) # 1. Der Definitionsbereich von f’ ist somit

D, = UZ(]mr,mr + 3\ {5+ mr})

Wir verwenden tan x = 2%
CcCos T

und (tanz)’ = —5— und berechnen fiir z € D,

1 I (log tan )3
tanx cos2x  3sin(z)cos(x)’

winy

f(z) = Zi(log tanx)~

(c) f(z) = (2°)" = exp(z?logz) ist definiert fiir x > 0, also auf Dy = ]0, co[ und
differenzierbar auf Dy = Dq als Komposition differenzierbarer Funktionen. Es gilt

f'(x) = exp(2?log :17)(%2 + 2z log x) = (x + 2xlogxz)(x™)”.

(d) h(z):= 2" = exp(rlogz) und f(z) = 2(*) = exp(h(x)logx) sind definiert auf
Dy =)0, 00[ und differenzierbar auf D; = D,. Es gilt

h'(z) = exp(zlog x)(l + log x)
f'(z) = exp(h(a:) log x) (@ + 1 (z)log x) = (=) <a:x*1 + 2”(1 + log z) log m)
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11.2. Zum Mittelwertsatz

(a) Sei f:[0,7] — R eine differenzierbare Funktion mit f(0) > 1 und f'(z) > —1.
Zu zeigen ist f(x) > 1 — x fiir alle z € [0, 7].

Die Behauptung an der Stelle x = 0 folgt aus der Annahme f(0) > 1. Sei daher
x € ]0, 7| beliebig. Geméss Mittelwertsatz existiert £ € ]0, z[ mit

fla) = f()+f(€)( 0)>1-—w

~——
=1 271

Die Funktion f muss nicht monoton sein: f(z) = cos?(z) = 3(cos(2z) + 1) erfiillt die
Voraussetzungen f(0) =1 > 1 und f’(x) = —sin(2z) > —1, ist aber nicht monoton

in [0,7], da F(0) = 1 = £(m) und (3) =

(b) Die Funktion f(z) =+/1+ x ist differenzierbar fir z > —1 und fur > 0 gilt
R

21+x 2

Daher folgt f(z) < f(0) + 3(z — 0) = 1 + £ fiir £ > 0 aus dem Mittelwertsatz.

f'(x) =

(c) Gemaéss Mittelwertsatz existiert fiir jedes Paar x < y ein £ € |z, y[ mit

e¥y —e”

y—x

=

Da die Exponentialfunktion streng monoton wichst, gilt e* < e¢ < e¥. Nach Multipli-
kation mit (y — z) > 0 erhalten wir wegen e(y — z) = e¥ — e® wie behauptet

ey —x) <e—e® <e(y—ux).

(d) Es gilt log(1) = 0, das heisst, 1 — = <log(z) < x — 1 gilt fir z = 1.

Falls 0 < z < 1 existiert geméss Mittelwertsatz & € |z, 1[ mit log(1) = 1og(x)+%(1—x).
Da log(1) = 0 und % > 1 folgt log(z) = —7(1 —r)<—-(1l—-z)=x-1.

Falls x > 1 existiert geméss Mittelwertsatz £ € |1, z[ mit log(z) = log(1) + %(x —1).
)

In diesem Fall ist 2 < 1 und es folgt ebenfalls log(x) < x — 1. Somit gilt log(z
fiir alle x > 0. Daraus folgt wiederum

—log(z) = log(1) < 1 — 1,
also log(xz) > 1 — % fir alle x > 0 und es folgt die die Behauptung

—%glog(a:)gx—l Vo > 0.
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11.3. Zum Umkehrsatz Die Abbildung

fiR—=]=F, 00

T — e® + arctan z.

ist differenzierbar als Summe differenzierbarer Funktionen. Fiir alle x € R gilt

f(z) =¢€" + T > 0.
Ferner gilt
. _ T T—500
i f() =7, Fla) 2% oc,

Aus dem Umkehrsatz folgt, dass f bijektiv ist mit differenzierbarer Umkehrfunktion.
Schliesslich gilt f(0) = 1, das heisst, f~!(1) = 0 und

1 1
f_l ! ]_ e e = —,
W= Fm) T o
Bemerkung. Wir sehen, dass wir (f~!)'(1) berechnen kénnen ohne die gesamte Funk-
tionsvorschrift von f~! zu kennen: Ist f/(x) bekannt, so geniigt der eine Wert f~1(1).

—_

11.4. Mit I’Ho6pital

(a) f(x) = e"sinz ist differenzierbar und verschwindet an der Stelle a = 0. Selbiges
gilt fir g(x) = x, ausserdem ist ¢’(x) = 1 # 0. Somit gilt nach Bernoulli-de I'Hopital

efsinx

lim

= lim (ez sinxz + e* cos a:) =1.
N\ 0 €T 2\ 0

(b) Dank Stetigkeit der Quadratwurzel und wegen x > 0 gilt

) \/1—cosx 1—cosa: . sinzx CcosS T
lim — \o _ lim =
T x2

z\0 T a\0 2x w\O

Der Satz von Bernoulli-de I'Hopital ist zweimal anwendbar, denn 1 — cosz und z?
sowie sin z und 2x sind differenzierbar und verschwinden an der Stelle x = 0.

(c) Es gilt sin(F) +sin(35) = 1 — 1 = 0 aber cos(25) = cosm = —1. Daher folgt

lim sin(x) 4 sin(3x)

= 0.
NI cos(2x)
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1 _sinx—em—l—l

1
d) Es gilt - = .
(d) Es el e*—1 sinz (e —1)sinz

Zahler f(x) = sinx — e® + 1 und Nenner g(x) = (e* — 1)sinz sind beliebig oft
differenzierbar und verschwinden beide bei x = 0. Ferner gilt

f(z) = cosz — €, f(0)y=1-1=0,
g (x) =€"sinz + (" — 1) cos z, Jg0)=04+1-1=0,
f"(z) = —sinx — e” f"0)=0-1=-1,
"(x) = smx+26 cosz — (" — 1) sinz, J"0)=0+2-0=2.
Der Satz von Bernoulli-de I'Hépital ist also zweimal anwendbar und es folgt
o)
N0 g(r) 2

(e) Gemiss Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt

. : . log(l+x)
& 1 = = S
7151{% \/1+x—9161{r(1)exp(xlog(1+x)) —eXle{% " )

1

= exp(iii% 11”““) =exp(l) =e.

Der Satz von Bernoulli-de I’'Hopital ist in der zweiten Zeile anwendbar, da f(x) =
log(1 + ) und g(x) = z beide fiir x > 0 differenzierbar sind und f(0) = 0 = ¢g(0) gilt.

(F) Es gilt ;<sin(x) x

1 1> T —sinx

-~ a?sinax
Zéhler f(z) =z — sinz und Nenner g(x) = 2? sin x sind beliebig oft differenzierbar
und verschwinden beide bei z = 0. Ferner gilt

f'(x) =1—cosx, f0)y=1-1=0,
g (z) = 2zsinz + 2” cos d0)=0+0=0,
f"(z) = sinw, f"(0) =0,

g"(x) = 2sinx + 4w cosx — 2 sin z, g"(0) =0,
" (z) = cos, f7(0) =1

g"(r) = 6cosx — 6rsinz — 2 cos z, g"(0) = 6.

Der Satz von Bernoulli-de 'Ho6pital ist somit dreimal anwendbar und es folgt

flz) _ 1

N0 glx) 6



