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14.1. Losungsschar Die homogene Differentialgleichung f” + 2q¢f" + (¢ + ¢*)f =0
hat charakteristisches Polynom x(\) = A\? + 2¢\ + (¢ + ¢*). Dessen Nullstellen sind

—2q % /4> — 4(q + ¢?)

A1 = 5 =—q+V—q

Abhéngig vom Vorzeichen von ¢ € R sind die Nullstellen reell, doppelt oder komplex.
Wir treffen daher folgende Fallunterscheidung.

Fall ¢ < 0. Die Nullstellen \; # Ay sind reell und die allgemeine Losung ist
f(x) = 1M + cpe™”, c1, 0 € R.

DaVqgeR: A\ =(—q)++v/—¢q >0, sind die Losungen mit ¢; # 0 unbeschrankt.

Fall ¢ = 0. Dann ist \; = 0 = A\ eine doppelte Nullstelle und die Losung ist
f(z) =1 + ez, c1,co € R,

Auch in diesem Fall gibt es unbeschrinkte Losungen, ndmlich fiir ¢y # 0.

Fall ¢ > 0. Die Nullstellen A\ = —¢q & 7,/q sind nicht reell und die Losung ist eine
Linearkombination von v; = eM?® = ¢~ %V ynd vy = €’?? = e e W4, Um reell-

wertige Losungen zu bekommen, machen wir einen Basiswechsel (vq, vg) ~ (01, U2) mit

01 = 3(v1 +v2) = e % cos(,/qz) und Ty = - (v; — v3) = € % sin(,/gz). Die allgemeine

Losung ist dann gegeben als Linearkombination
flx) =e " (01 cos(y/qx) + c2 sin(ﬂm)), c1,09 € R.

In diesem Fall gilt ‘ f (SE)‘ <e (|cl\ + \cg|), das heisst, alle Losungen sind fir x — oo
beschrankt.

14.2. Allgemeine Losungen

(a) Die Differentialgleichung f” + 5f" — f' — 5f = 0 hat charakteristisches Polynom
X(A) = A+ 502 — X — 5,

X(A\) = 0 ist eine Gleichung 3. Ordnung. Wir sehen jedoch leicht, dass A\; = 1 eine
Losung ist. Mittels Polynomdivision erhalten wir die Faktorisierung

XA = A=A +6A+5)=A—=1)A+1)(A+5)

und damit die Nullstellen {1, —1, —5}. Alle Nullstellen sind verschieden und reell.
Folglich lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung

f(z) = c1€” + coe™™ 4 cze™ 7, c1,Co,c3 € R.



ETH Ziirich Analysis | D-INFK
HS 2015 Losung zur Weihnachtsserie Prof. M. Struwe

(b) Um die inhomogene Differentialgleichung f” — 3f' — 4f = ze™* + x zu 16-
sen, bestimmen wir wie immer zu erst die die Losung der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung f{' — 3f] — 4f, = 0. Ihr charakteristisches Polynom lautet

XA) =X =3 —4=AN—-4)(\+1)
und hat die Nullstellen {4, —1}. Folglich lautet die allgemeine Losung der homogenen
Differentialgleichung

fu(z) = cre® + cpe™”, c1, 00 € R.

Um eine partikulare Losung f, der inhomogenen Gleichung zu finden losen wir

Yl —3yy — dy) = ze ",

Yo —3yp—dp =
separat. Da die Gleichung linear ist, gilt nach Superpositionsprinzip f, = y1 + ¥».
e~2% ist keine Losung der homogenen Gleichung, da —2 kein Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms ist. Daher funktioniert fiir die erste Gleichung der Ansatz
y1(z) = (ax + b)e >,
v (z) = ae™** — 2(ax + b)e >,
Y/ (z) = —4ae”* + 4(ax + b)e” >,
Y —3yy — 4y1 = (=4 — 3)ae™* + (4 + 6 — 4)(az + b)e >
= 6axe > + (6b— Ta)e ** = pe 2",

1

Fiir a und b erhalten wir die Bedingungen 6a = 1 und (6b — 7a) = 0. Also ist a = ¢

und b = 3—76 und wir erhalten

i) = (Gz+g5)e

e% ist keine Losung der homogenen Gleichung, da 0 kein Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms ist. Daher funktioniert fiir die zweite Gleichung der Ansatz

y2(z) = (az + b)e™ = (azx +b).
Einsetzen ergibt

yl — 3yb — dyy = 0 — 3a — 4(ax + b) = —dax — (3a+ 4b) = x

=

Fiir @ und b erhalten wir die Bedingungen —4a = 1 und (3a+4b) = 0. Also ist a = —

und b = % und wir erhalten

yo() = — 30 + .
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Eine partikuldre Losung der urspriinglichen Gleichung ist folglich gegeben durch
o) = y1(2) +y2(2) = (Go + 55)e ™™ — jz + 5.
Die allgemeine Losung des Problems lautet somit

f(@) = ful@) + folz)

4 - 1 —2
=€ + e "+ (R + L)e

—ix—l—l‘%, c1,c € R.
14.3. Anfangswertprobleme

(a) Die Differentialgleichung f”+ f’ = 0 ist linear und homogen. Thr charakteristisches
Polynom A\? + X = 0 hat die Nullstellen {0, —1}. Die allgemeine Lésung lautet somit

flz) = c1e% + o™ =)+ e c1, 6 € R.
Einsetzen der Anfangsdaten ergibt die Bedingungen

2= f(l) =+ 026_1,
2= f'(1) = —coe .

Also ist ¢y = 4 und ¢y = —2e¢, das heisst die Losung des Anfangswertproblems ist

fr)=4—2e-e* =4—2'""

(b) Die Differentialgleichung f” — f = 2cosh(z) ist linear und inhomogen. Wir
bestimmen zunéchst die allgemeine Losung der homogenen Gleichung f{/ — f, = 0.
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A\?> — 1 = 0 sind {1, —1}. Es folgt

fo(x) = c1e” + ce™ 7, c1, 00 € R,

Die Inhomogenitét 2 cosh(x) = e” + e~* ist somit eine Losung der homogenen Glei-
chung. Losungen der inhomogenen Gleichung sind daher von der Form

z - (ce® +be™™).
Die Rechnung wird jedoch einfacher, wenn wir folgenden dquivalenten Ansatz wéhlen.

fo(z) = - (acoshz + bsinh x),

fi(x) =z - (asinhx + bcoshx) + (acoshx + bsinh ),

fl(x) =z - (acoshx +bsinz) + 2(asinhz 4 bcosh x),

fl')’ — fp =2(asinh x + bcosh z) L 2 cosh(z).
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Wir folgern a = 0 und b = 1. Eine partikulare Losung der inhomogenen Gleichung
lautet somit f,(x) = xsinh(z). Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist
folglich gegeben durch

f(@) = fulz) + folz) = c1e® + coe™ + xsinh(z), c1,00 € R,
mit f'(x) = c1e” — coe™™ + sinh(z) 4+ x cosh(x). Einsetzen der Anfangsdaten ergibt

1= f(0)=c1+c,
—1= f/(O) = C1 — Co.

Wir erhalten ¢; = 0 und ¢y = 1, das heisst, die Losung des Anfangswertproblems ist
f(x) = e * + xsinh(z).

Probe. Die Korrektheit der Losung lésst sich sehr leicht durch Einsetzen iiberpriifen.
Es ist die beste Methode um allféllige Rechenfehler aufzuspiiren. Es gilt

f'(x) = —e™® + sinh(x) + x cosh(z),
f"(x) = e * + 2 cosh(z) + z sinh(z),
" — f =2cosh(z).
Ferner gilt f(0) =140 und f'(0) = =14 0 + 0, das heisst, die Losung ist korrekt.

14.4. Integrale
(a) F(t) = —5t*+2t3— 342 — Tt ist eine Stammfunktion von f(t) = —t*+6t> — 3t — 7.

/04f(t)dt:F(4)—F(0):(—64+2-64—12—28)—0:24.

(b) F(§) = log|| ist eine Stammfunktion zu f(§) = % Daher ist

2‘15 = F(e") — F(e™) = Tlog(e) — (~5) log(e) =7+ 5 =12,

(c) Mit Partieller Integration und der Identitit cos® p + sin® ¢ = 1 gilt
/Oﬂ(cos ©)? dp = (sin ¢)(cos 90)‘2 + /Oﬂ(sin ©)? dp
= O—l—/o7r 1— (cosp)?dp =m — /Oﬁ(cosgo)ngo.
Daraus folgt

S5 [T 5
—/ 8(cosp)?dp = — - 47 = 20.
7 Jo T
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(d) Die Funktion x?log(x) ist stetig auf ]0, 1]. Ferner gilt 22 log(x) — 0 fiir z — 0,
wie in Beispiel 5.2.3.ii) gezeigt. Folglich ist die Funktion integrierbar. Mit partieller
Integration gilt

1 1323
/ 922 log(z) dw = 32° log(:c)‘; - / T
0 0

x
1
_0_ T 3 _ 2 0 001 — _
=0 ilir(l)(&% log(x)> /0 3rx®dr=0—-0—-1 L.
Dank Linearitat des Integrals gilt
1 1 1
/ 12 + 42 — 92° log(x) dx:/ 12+4xdx—/ 922 log(r) dx
0 0 0

1
=122 + 2:1;2]0 —(=1) = 15.

14.5. Stammfunktionen

(a) Esgilt f(z) = =2 = 272 — . Eine Stammfunktion von f ist F(z) = —2~' — 122,

(b) Der Integrand ist nur fiir § > 0 definiert. In diesem Bereich ergibt die Substitution
9(B) = log B mit ¢'(8) = 5 die Stammfunktion

1 '(8) 1y 1 1
[ 5wz ® = G =/ 5m) =35 = g5

(c) Eine Stammfunktion von f(t) = sin(3t — ) ist F/(t) = —3 cos(3t — 5.

(d) Wir verwenden eine Partialbruchzerlegung. Fiir den Nenner gilt
2 - 21— 63=(z+7)(z—9).
Seien A, B € R, sodass gilt

fr—3 A N B
2—2r—63 ax+7 x—-9
Dann folgt

50 —3=A(x—9)+B(x+7) =(A+B)x —9A+7B.

Wir erhalten die Bedingungen A+ B = 5 und —9A + 7B = —3. Die erste in die zweite
eingesetzt ergibt —9 -5+ 168 = —3, also B = %. Daraus folgt A = 18—9, sodass gilt

or — 3 19 1 21 1
/ = dx +

U = - d
2—2r—-63" T8 ) 247 8 ) z—9™

19 21
=3 log|x + 7| + 5 log|z — 9.



