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5.1. Diverse Grenzwerte (schriftlich)

(a) Beweisen Sie das ,,Prinzip der zwei Polizisten“: Seien (z,)nen, (@n)nen, (bn)nen
reelle Folgen mit a,, < x,, < b, fiir jedes n € N. Angenommen, a,, und b,, konvergieren
beide gegen = € R fir n — oo. Dann ist auch (z,),en konvergent und nh_)IIOlo T, = T.

Hinweis. Dies hilft bei (b), wenn man geeignete ,,Polizisten“ a,, und b,, findet.

(b) Bestimmen Sie die folgenden drei Grenzwerte a,b,c € R.

n 1
. n! . . 212 n
a= lim —, b= lim v4n + 2, c= lim %7”.
n—oo pn n—o00 n—oo —t
n34+3n+1

(c) Seien n, k € N. Berechnen Sie folgende Grenzwerte. Was schliessen Sie daraus?
1 1
A:lim(lim ) B:lim(lim )
n—00 \k—oo | + 2n—F k—oo \n—oc ] 4 2n—k
5.2. Cauchy-Kriterium Sei (g,),en eine Folge rationaler Zahlen sodass
|gn — Gni1] — 0 fir n — oo.

Folgt daraus, dass (g, )nen eine Cauchy-Folge ist? Finden Sie ein Gegenbeispiel oder
beweisen Sie die Behauptung.

5.3. Haufungspunkte Sei o € [0, 27] eine feste Zahl. Bestimmen Sie alle Haufungs-
punkte der komplexen Folge (a,)nen gegeben durch a, = (¢!*)" € C fiir

(@) 3 €[0,1[NQ,
(b) 5= €[0,1[\ Q. Hinweis: Satz von Bolzano Weierstrass.

Beweisen Sie die Behauptung und begriinden Sie warum die Folge keine weiteren
Héufungspunkte hat.

Bemerkung. Nach Definition ist z € C ein Haufungspunkt der komplexen Folge
(an)nen, falls sie eine gegen z konvergente Teilfolge zulésst.

Eine Folge (2,,)neny komplexer Zahlen z, = x,, + iy, € C konvergiert nach Definition
gegen z € C genau dann, wenn

Ve>0 dngeN VYn>ng: |z,—2|<e.

wobei hier |z, — z| = \/(zn — 2)(z, — 2) den Absolutbetrag komplexer Zahlen meint.
Aus Satz 3.6.1 folgt, dass (2,)nen genau dann nach obiger Definition konvergiert, wenn
sowohl die reelle Folge der Realteile (z,),en als auch die reelle Folge der Imaginérteile
(Yn)nen in R konvergiert und dabei gilt nh_}ngo Zp = nh_)ngo Ty + 241_}](210 Yn.
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5.4. Reihen Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten folgender Reihen.

(a) i(—mni,

(b) ni_o:l <2n7:— 1>n5’

> 1
(c) > R Berechnen Sie zusétzlich den Wert dieser Reihe.
k=2

5.5. Konvergenzbereiche Bestimmen Sie den Konvergenzbereich der folgenden
Reihen, also die Menge aller x € R sodass die Reihe konvergiert.

(a) Y nlz"
n=0

(b) Z 2ne2nm’
n=0

27’!1 n

(c) ;m, r# 1.
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