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6.1. Limes superior ¢ Seien (a,)neny und (by,)nen beschriankte, reelle Folgen

(a) Beweisen Sie folgende Ungleichungen.

lim sup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b, (1)
n—oo n—oo n—oo

lim sup(a,, + b,) > limsup a,, + liminf b,,, (2)
n—o0 n—00 n—00

liminf(a,, 4+ b,) > liminf a,, + liminfb,,. (3)
n—o00 n—o00 n—oo

Hinweis. Zeigen Sie lim sup(—b,,) = — liminf b, und leiten Sie (2) und (3) aus (1) her.

n—oo0 n—oo

(b) Finden Sie konkrete Beispiele fiir die bei (a) die strikte Ungleichung gilt.

(c) Angenommen, 0 < lim inf a,, < 0o und 0 < limsup a, < co. Beweisen Sie
n—oo

n—oo
1 Lo 1 1 ) 1
—— = lim 1nf<>, —— = lim sup().
lim sup a,, n—oo \ @, hnl) inf a,, n—oo  \dp

n—oo

6.2. Konvergenzradien o Der Konvergenzradius einer Potenzreihe 352 ) cx 2" ist

1

0<p=——"——
lim sup /| cx|

Es sei 0 < a € R. Berechnen Sie den Konvergenzradius folgender Potenzreihen.

2", b(z) = i (_3)nz”, c(z) = i_o: P

on+2

n=0

Bestimmen Sie die Menge aller € R, fiur die Reihe b(x) konvergiert.

6.3. Vergleich mit der Zeta-Funktion © In der Vorlesung wurde gezeigt, dass
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6.4. Partialbriiche (schriftlich) A Gegeben sei die Zuordnungsvorschrift

L
x2—x—2

fz) =

(a) Fir welche x € R ist f(x) definiert?

(b) Finden Sie die ,Partialbruchzerlegung” von f(z), also x1,x2, A, B € R, sodass

A B
fx) = + :
r — T T — T

(c) Schreiben Sie f(x) als Potenzreihe, das heisst, finden Sie Koeffizienten a; sodass

flz) = Z apx” Hinweis: geometrische Reihe.
k=0

(d) Fur welche x € R konvergiert die Potenzreihe aus (c)? Vergleichen Sie diese
Menge mit dem Definitionsbereich von f aus (a).

6.5. Scherzaufgabe © In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die harmonische Reihe

divergiert. Nun lassen wir alle Summanden % weg, falls bei n € N (in Dezimalform)
irgendwo die Ziffer 9 auftritt. Zeigen Sie, dass die Reihe dann konvergiert.

Hinweis. Wie viele Summanden mit hochstens k Ziffern gibt es?

Abgabe bis 29. Oktober 2015.
Q= kurz, A= mittel, {$= lang.



