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Musterlosung 10

1. a) Fiir das charakteristische Polynom gilt
chp(A) = N +5\2 = A —5=0,
d.h.
chp(\) =(A—=1)- (N +6A+5)=A—=1)-(A+5)- (A+1)

Also sind die Nullstellen

Und wir erhalten als allgemeine Losung (alle Nullstellen verschieden und reel)

y(x)=ci-e" +cy etz

b) Fiir die Diffgleichung y” + ¢/ = 0 ist das charakteristische Polynom
chpA) =X+ A=0 X =0, N=-1
also ist die allgemeine Losung

y(x) =c1+co- e

Einsetzen der Anfangsbedingungen gibt die Bedingung

|

y(1) =ci +cy-e? = 2 und y(1) = —cpe P =2
Alsoistco = —2eundc; =2 +2-e- e ! =4, d.h. die Losung ist
yr)=4—-2-e-e " =4-2.""
¢) Fiir die Differentialgleichung
'+ 2y + (g + %)y =0
ist die charakteristische Gleichung

chp(\) = X2+ 200 + (¢ +¢*) =0

Bitte wenden!



d)

also sind die Nullstellen

2+ /A2 — 4(q +
P \/q2 (g q):_qi =

Wir treffen nun Fallunterscheidungen fiir ¢ je nachdem ob die Nullstellen reell,
positiv, negative,... sind.

q>0:

In diesem Fall sind die Nullstellen nicht reel, sondern es gilt

)\172 = —q :l: Z\/a

und die allgemeine Losung ist

y(z) = e 7" (c1 cos(y/qz) + c28in({/qx)),

d.h. die Losungen sind alle beschrénkt fiir ¢ > 0 fiir z — oo (sie streben sogar
gegen Null!).

q=0:

Die Nullstellen sind A\; = A\ = 0 und damit ist die allg. Losung

y(x)=c1+ -

und die Losung ist nur beschrinkt fiir x — oo falls co = 0, sonst ist die Losung
unbeschrinkt.
g < 0: Die Nullstellen sind reel und die allgemeine Losung ist gegeben durch

. 6)\11: )\21‘.

y(r) =1 +cy-e

Ausserdem gilt stets, dass \; = —q + y/—¢ > 0 ist und damit sind Losungen mit
¢ # 0 sicher nicht beschrénkt.

Insgesamt erhalten wir also, dass nur fiir den Fall ¢ > 0 alle Losungen beschrinkt
sind.

Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
yW + 2y +y=0
ist
chp(A) = A +2X 2 +1 =N+ 1) = (A —49)* (A +14)%,
und die Nullstellen sind
AM=X=1, und 3= XM= —1
Damit ist die allg. Losung eine Linearkombination aus den Funtkionen

T T —ix —1ix

e, xe, e, we

Siehe nichstes Blatt!



etT +6721

oder dquivalent dazu (da y eine reelle Funktion sein soll und cos(z) = “+—, sin(z) =

el _p—1

57 “) eine Linearkombination der Funktionen
sin(xz), wxsin(z), cos(z), xcos(zx),

d.h.
y(x) = c1 - sin(x) + cox - sin(x) + ¢3 - cos(z) + ¢4 - x cos(z) .

Wir miissen die Ableitungen der allgemeinen Losung y(x) berechnen und die
Anfangsbedingungen verwenden um die Konstanten zu bestimmen.
Es gilt

y(0) = ¢ =0,
d.h. wir haben nur noch
y(z) = ¢1 - sin(x) + cox - sin(x) + ¢4 - @ cos(x)
Es ist also
y'(x) = ¢y cos(x) + o - (sin(z) + x - cos(x)) + c4(—x sin(x) + cos(x))

und '
y'(0) =c1 + ¢4 = 0.

Fiir die zweite Ableitung bekommen wir also
y'(z) = —crsin(z) + co(—zsin(z) + 2 cos(xz)) + c4(—2sin(z) — z cos(x))

und damit '
y"(0) =2, =0

also auch ¢y = 0.
Damit erhalten wir fiir die dritte Ableitung

y" (1) = —cy cos(x) + c4(—3 cos(x) + z - sin(x))

und '
ym<0) = —C1 — 304 = 1.

Damit haben wir fiir die letzten zwei Konstanten ¢; und ¢, das Gleichungssystem
cg+c=0und —c; =3¢, =1 ¢ =1/2und ¢y = —1/2.

Die gesuchte Losung lautet also

y(x) = %sin(x) - %x cos(x).

Bitte wenden!



2.

a) Das charakteristische Polynom sollte also die Nullstellen —1, 1, 7 und —7 haben.
Das liefert uns

A+ DA =1DA+71)A—7) =X = X (7? + 1) + 7%
Somit ist die gesuchte Gleichung
y (@) = y"(@)(x? +1) + 7?y(z) = 0.

b) Die Losung e~ !%® stammt von der Nullstelle —10 des charakteristischen Poly-

noms, und €3® cos(3z) von den komplex konjugierten Nullstellen 3+3i und 3—3:.
Somit erhalten wir das charakteristische Polynom

(A+10)(A =3 = 3i)(A — 3+ 3i) = A* + 4\* — 42X + 180.
Das liefert uns die Gleichung

y" (x) + 4y (z) — 42y (z) 4 180y(z) = 0.

a) Wir betrachten getrennt die Probleme
2y" + 3y’ + 10y = sin(2x2) (D

und
2y" +3y' + 10y = 1. (2)

Zuerst 16sen wir das homogene Problem
2y" + 3y’ + 10y = 0.
Das charakteristische Polynom lautet
chp(\) = 2\* + 3\ + 10

und besitzt die Nullstellen

A1:i<—3+i\/ﬁ> und A2:i(—3—z’\/7_1>.

Also ist die allgemeine homogene reelle Losung yy,(x) von (1) und (2)

yn(z) = e~ 1% <01 coS (@x) + Oy sin <@x>> C1,Cy € R.

Es bleibt also eine partikulidre Losung fiir (1) und (2) zu bestimmen. Fiir (1)
machen wir den Ansatz

Yp, () = Cssin(2x) + Cy cos(2x).

Siehe nachstes Blatt!



Einsetzen in (1) liefert
(2C5 — 6C4y) sin(2z) 4+ (2Cy + 6C5) cos(2z) = sin(2z).

Mittels Koeffizientenvergleich erhalten wir das Gleichungssystem

205 —6Cy =1
204 + 603 =0
Wir finden
1 3
03:% und 042—%.
Also ist

L. 3
Yp: () = 20 sin(2z) — 20 cos(2z)

eine partikuldre Losung von (1). Nun bestimmen wir eine partikuldre Losung von
(2). Dazu machen wir den Ansatz

Yps (ZL’) = Cs.

1

Durch Einsetzen berechnen wir C5 = 4,

(2). Damit ist

somit ist y,, () = 7 eine Losung von

Y(7) = Y () + Yp, () + Yp, (2)

3, V71 (V7L 1 3 1
=e (C’1 cos (Tx + Cysin ¢ + 20 sin(2z) — 20 cos(2x) + 0

die allgemeine Losung von

21" + 3y’ + 10y = sin(2z) + 1.
Das homogene Problem ist

y W =2y 2" — 2 +y =0,
mit dem charakteristischen Polynom

chp(A) = A* — 203 + 202 — 2\ + 1.
Dieses hat die offensichtliche Nullstelle A\; = 1 und es folgt mittels Polynomdi-
vision
chp(\) = (A — 1)2(\* + 1).

Somit ist die allgemeine reelle Losung der homogenen Gleichung

yn(x) = (C1 4+ Caz)e” 4+ Cs cos(x) + Cysin(z).

Bitte wenden!



Es bleibt die partikuldre Losung y,(z) zu finden. Dazu machen wir den Ansatz
yp(z) = Az’e”,
denn y, = (C 4+ Cax)e” ist bereits eine homogene Losung. Einsetzen liefert
4Ae" = e”.

Somit ist

1 xT
yp(z) = —z%e”,

4
eine partikuldre Losung. Die allgemeine Losung y(x) ist somit

y(x) = (C1 + Cyx)e® + C3 cos(x) + Cysin(z) + ;lx%r

Siehe nachstes Blatt!



a)

b)

English version

For the characteristic polynomial it holds true
chp(A) = A +5\2 = A =5 =0,

 pN) = (A= 1) - (X +6A5) = (A—1)-(A+5)- (A+1)

The zeros are
)\1 = 1, )\2 - —5, )\3 =—1.

We obtain the general solution (all zeros are different and real)

y(x) =ci-e" +cy e +ez-e

For the equation 3" + 3’ = 0 the characteristic polynomial is
chp(A) =X +A=0 X =0, N=-1

and hence the general solution is

xT

y(z)=c1+cy-e”
We insert the initial condition and get

y(1)=ci+c-et =2andy/(1) = —coe™! =2

1

Therefore, co = —2eandcy =2+ 2-¢e-e =4, i.e. the solution is

y(x)=4—-2-e-e"=4-2-""

For the ODE
y'+2qy + (¢+¢*)y =0

the characteristic equation is
chp(\) = X2+ 200 + (¢ +¢*) =0

and hence the roots are

—2¢ £ /4¢*> — 4(q + ¢*)

A2 = 5 =—q+t+—q.
We classificate the roots according to the sign of g.
q > 0:
In this case, the zeros are not real,
)\1,2 =—q=* 2\/5

Bitte wenden!



d)

and the general solution is

y(z) = e 1" (c1 cos(y/qz) + c28in(y/qx)),

i.e. the solutions are all bounded for ¢ > 0 when x — oo (they tend to zero!).
q=0:
The zeros are \; = Ay = 0 and hence the general solution is

y(z)=c1+cy-x

and it is bounded when x — oo only when ¢y, = 0, otherwise it is not bounded.
g < 0: The zeros are real and the general solution is given by

6)\11‘ )\250‘

y(x) =cq - +cy-e

Furthermore, we have that A\; = —¢ + v/—¢ > 0 and so the solution with ¢; # 0
are surely not bounded.
In conclusion, we have that only for ¢ > 0 all the solutions are bounded.

The characteristic polynomial of the equation
yW 420" +y=0

is
chp(A\) = M +2X 2 +1= (N +1)2 =\ —14)*- (A +1)?

whose roots are
)\1:)\2:i, and )\3:>\4:—i

Hence the general solution is given by a linear combination of the functions

el{l" welfl" e*’L$7 xe*ll‘

ezz+e—lz‘

or equivalently by (since y must be a real function and cos(z) = 57—, sin(z) =

el _ et

5 'x) a linear combination of the functions
sin(xz), wsin(z), cos(x), xcos(z),

ie.
y(x) = c1 - sin(z) + cox - sin(z) + ¢3 - cos(x) + ¢4 - x cos(z) .

We must compute the derivatives of the general solution y(x) and use the initial
conditions in order to determine the constants.
We have

y(0) = c3 L 0,

Siehe nachstes Blatt!



a)

b)

i.e. we now obtain
y(x) = ¢1 - sin(x) + cox - sin(x) + ¢4 - x cos(x)
Hence
y'(x) = ¢y cos(x) + o - (sin(z) + z - cos(x)) + c4(—x sin(x) + cos(x))
and
y'(0) =c1 + ¢4 = 0.
For the second derivative we get
y'(x) = —crsin(z) 4 co(—zsin(z) 4+ 2 cos(x)) + c4(—2sin(x) —  cos(z))

and hence '
y/,(()) = 202 =0

and ¢, = 0.
For the third derivative we obtain

y" () = —cy cos(x) + c4(—3 cos(x) + z - sin(x))

and '
ym(O) = —C1 — 304 =1.

So we have for the last two constants c¢; and ¢4 the system
ci+cy=0and —c¢; —3¢s=1<c¢;=1/2and ¢y = —1/2.

Then the solution is given by

1
y(x) = B sin(x) — 57 cos(x).
The characteristic polynomail must have as zeros —1, 1, 7 und —. This implies
A+DA=1D)A+71)A=7m) =X = N2(7? + 1) + 72
Hence, the equation is given by
y () —y"(2)(n® + 1) + 72y(z) = 0.

The solution e 1% originates from the root —10 of the characteristic polynomial,

and e3® cos(3x) from the complex conjugate roots 3 + 3i and 3 — 3i. Thus, we
obtain the characteristic polynomial

(A+10)(A =3 = 3i) (A — 3+ 3i) = A* + 4\* — 42X + 180.
This gives us the equation

y"(x) + 49" (x) — 429/ (x) + 180y(z) = 0.

Bitte wenden!



a) We consider separately the problems
2y" + 3y’ + 10y = sin(2x2) 3)

and
29" + 3y + 10y = 1. “4)

First we solve the homogenous problem
2¢y" + 3y + 10y = 0.
The characteristic polynomial is
chp(\) = 2\* + 3\ + 10

and admits roots

Alzi(—?)ﬂ'w_l) and Azz}l(—3—z’\/ﬁ).

Hence, the general real solution y; () of (3) and (4) is

3 1 1
yp(z) = e 1" <C’1 cos (@x) + C5 sin <gx>> Ci,C5 € R.

It remains to find a particular solution for (3) und (4). For (3) we make the Ansatz
Yp, () = C3sin(2z) + Cy cos(2z).
We plug in (1) and get
(2C5 — 6Cy) sin(2z) + (2C4 + 6C5) cos(2z) = sin(2x).

By comparing the coefficients, we get

205 —6Cy =1
20, +6C; =0
We find
1 3
03:% and C’4:—2—O.
Then

| 3
Ypy () = 20 sin(2z) — 0 cos(2z)

is a particular solution of (3). We determine now a particular solution of (4). We
make the Ansatz

Ypo (.1') = Cs.

Siehe nachstes Blatt!



b)

We obtain C5 = 55, and then y,, () = 15 is a solution of (4). Then

10°

Y(7) = yn(®) + Yp, () + yp, ()

-y VTl (V7L 1 3
=1 <01 Cos (TZE + Cysin ¢ + 20 sin(2zx) — 20 <%

is the general solution of

2y" + 3y + 10y = sin(2z) + 1.

The homogeneous problem is
yW =2y 2" — 2 +y =0,
with characteristic polynomial
chp(A) = A" — 2X\% + 207 — 2\ + 1.
It has clearly the root A\; = 1 and by division it follows
chp(A) = (A = 1)2 (A% +1).

Hence, the general real solution is

yn(z) = (C1 + Cox)e® 4+ Cs cos(z) + Cysin(x).

It remains to find a particular solution y,(z). We make the Ansatz

() = Aa?e”,

(22)

because y, = (C + Cox)e” is already an homogeneous solution. We insert and

get
4Ae" = e”.

Thus

1 X
Yp(x) = —z%e”,

4
is a particular solution. The general solution y(z) is then

y(x) = (Cy + Cox)e” + Cs cos(x) + Cysin(x) + iﬁe“

1
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