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(1) Lösen Sie die Differentialgleichung ux+uy = u2 unter der Nebenbedingung u(0, y) = 1.

Auf welchem Bereich ist die Lösung wohldefiniert?

(2) Finden Sie die Lösung der Differentialgleichung

xux − yuy = u+ xy, u(x, x) = x2

im Bereich x, y > 0.

(3) Finden Sie die allgemeine Lösung der Differentialgleichung

uxx − 6uxy + 9uyy = xy2.

(4) Finden Sie die Lösung der Differentialgleichung

uxx + 6uxy − 16uyy = 0,

die die Bedingungen

u(−x, 2x) = x, u(x, 0) = sin(2x)

erfüllt.

(5) Finden Sie die Lösung der Differentialgleichung

uxx + 4uxy + ux = 0,

die die Bedingungen

u(x, 8x) = 0, ux(x, 8x) = 4e−2x

erfüllt.

(6) Finden Sie die allgemeine Lösung der Differentialgleichung

y5uxx − yuyy + 2uy = 0

im Bereich y > 0.

(7) Lösen Sie die Wärmeleitungsgleichung

ut − 3uxx = 0,

u(0, t) = 0,

u(3π, t) = 0,

u(x, 0) = 3 sinx− sin(2x), x ∈ [0, 3π], t > 0.
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(8) Lösen Sie die Wellengleichung

utt = uxx,

u(0, t) = u(π, t) = 0,

u(x, 0) = sin3 x,

ut(x, 0) = sin(2x), x ∈ [0, π], t > 0.

(9) Lösen Sie die Wellengleichung

utt = 9uxx,

u(x, 0) = x,

ut(x, 0) = sin(x), x ∈ R, t > 0.

(10) Finden Sie die Lösung der drei-dimensionalen Wellengleichung

utt −∆u = 0, t ∈ [0,∞)

mit Anfangsbedingungen

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = |x|2 .

(11) Seien u, v und u4 + v4 harmonische Funktionen auf Rn. Zeigen Sie, dass u und v

konstant sind.

(12) Sei u : R2 → R eine nichtkonstante harmonische Funktion auf der Kreisscheibe

{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < R}. Zeigen Sie, dass die Funktion

M : (0, R)→ R : r 7→ max
x2+y2=r2

u(x, y)

monoton steigend ist.

(13) Sei f : R5 → R die Funktion (x1, . . . , x5) 7→ x3. Lösen Sie das Dirichletproblem{
∆u = 0 auf B(0, a) ⊂ R5

u = f auf S(0, a) = ∂B(0, a).

(14) Sei f : R2 → R eine Funktion, die f(x,−y) = −f(x, y) erfüllt. Sei u die Lösung des

Dirichletproblems {
∆u = 0 auf B(0, a) ⊂ R2

u = f auf S(0, a) = ∂B(0, a)

für a ∈ (0,∞). Finden Sie u(x, 0) für x ∈ (−a, a).

(15) Sei Ga(x, y), x, y ∈ R2 die Green’sche Funktion für den Laplaceoperator auf der

Kreisscheibe Ω = B(0, a) ⊂ R2. Zeigen Sie

∂nGa(x, y) = − 1

2π

a2 − |y|2

a |x− y|2
, x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω.

(16) Sei G(x, y) die Green’sche Funktion für einen Bereich Ω ⊂ R2. Beweisen Sie, dass G

symmetrisch ist. (Das heisst G(x, y) = G(y, x) für x, y ∈ Ω.)


