Mathematisches Denken

Studiengang Architektur WS 2006/07

Ubungsserie 2

Abgabe der (z.T. mit Taschenrechner) gelosten Aufgaben: Freitag 5. Januar 2007

1. Die folgende Parameterdarstellung beschreibt eine Lissajous-Kurve v (Figur 1):

v: [0,27] — R?, t — 7(t) = <Slntcost>

cost

{Die nach dem frz. Physiker J. A. LissaJ0oUS benannten Figuren entstehen z. B. durch ein Pendel,
das gleichzeitig in zwei zueinander senkrechte Richtungen schwingt. Die iiber den Sand streichende
Pendelspitze zeichnet dann eine fiir das Frequenzverhaltnis charakteristische Lissajous-Figur.)

(a) Zeigen Sie, dass die Kurve v sich im Ursprung durchdringt.
(b) Berechnen Sie den Winkel, unter dem sie sich im Ursprung durchdringt. ’
(c) Berechnen Sie die Abszisse (den z-Wert) der beiden Punkte, die am weitesten

rechts liegen. (Tipp: Welche Form hat dort der Tangentialvektor?)

2. Wenn sich zwei Génge mit Tonnengewdlben kreuzen, durchdringen sich zwei
Halbzylinder mit gleichen Radien, deren Achsen sich senkrecht schneiden. Seien die
2-Achse und die y-Achse die Achsen der beiden Halbzylinder, ihr Radius sei . Die
Schnittkurven der Halbzylinder werden dann beschrieben durch:

rcost rcost
Y12 [0, 7] — R, t — #(t) := | rcost bzw. | —rcost
rsint rsint

Man kann zeigen, dass 3 und 2 (Halb-)Ellipsen mit den Halbachsen r/2 und 7 sind, die einander
in den Nebenscheiteln rechtwinklig schneiden.

(a) Skizzieren Sie Halbzylinder, Schnittkurven im rdumlichen Koordinatensystem.

(b) Zeigen Sie, dass ein allgemeiner Kurvenpunkt 7(t) von 7, von der z-Achse bzw.
von der y-Achse Abstand r hat. (D.h. er liegt auf beiden Halbzylindern.)

(c) Skizzieren Sie die Projektionen von 71, y2 auf die (z, y)-Ebene (Grundrisse) in
ein ebenes Koordinatensystem. Um was fiir Kurven handelt es sich?

(d) Welchen Neigungswinkel beziiglich der Vertikalen hat die Kurve 5, auf halber
Hohe des Gewdlbes? (Zur Vereinfachung der Rechnung kann r = 1 gesetzt werden.)

3. Die Punkte A(2,0,0), B(0,6,0), C(0,0,4), O(0,0,0) legen eine Pyramide mit der
dreieckigen ‘Grundfliche’ ABC fest. Die Seitenflichen sind rechtwinklige Dreiecke!

(a) Skizzieren Sie die Pyramide ABCO in ein raumliches Koordinatensystem.

(b) Berechnen Sie zu jeder Dreiecksfliche den nach aussen gerichteten Normalen-
vektor: 71, = OC x OB, fiy = OA x OC, 7i3 = OB x OA, fig = AB x AC.

(c) Fiir den Flacheninhalt F' eines beliebigen von zwei Vektoren @ und b aufge-
spannten Dreiecks gilt: F' = $|d@ x b|. Begriinden Sie kurz diese Formel.

(d) Berechnen Sie mithilfe von (b), (¢) die Flicheninhalte Fy, F,, F3 der drei Sei-
tenflichen und jenen, F;, der Grundfliche und zeigen Sie, dass der raumliche
Satz des Pythagoras gilt: F? + F? + F2 = F2.

{Der raumliche Satz des Pythagoras gilt allgemein fiir eine Pyramide mit dreieckiger Grund-
fliche, deren Seitenflichen rechtwinklige Dreiecke sind.)

Bitte wenden!
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4. Gegeben sind Pi(a,b,c), Pa(a,c,b), Ps(b,a,c), Pi(b,c,a), Ps(c,a,b), Ps(c,ba).
{(Es wird angenommen, dass die Zahlen a, b, ¢ verschieden von null sein sollen.)
(a) Zeigen Sie, dass alle sechs Punkte denselben Abstand vom Ursprung haben.
(b) Sei fi = (1;1;1) und M = (d,d,d) mit d = }(a -+ b+ c). Zeigen Sie, dass der
Vektor 7 zu den Vektoren AfPl, M—Pz R M736 jeweils senkrecht steht.
(c) Begriinden Sie durch geometrische Interpretation von (a) und (b), dass alle
sechs Punkte auf einem Kreis liegen.

5. Die folgende Parameterdarstellung beschreibt eine Flache S, ein Konoid:

cos ¢
S (@, t) > T, t) == | tsing OD<p<2r,0<t <)
t

(a) Skizzieren Sie S in ein rdumliches Koordinatensystem durch ein angedeutetes
Netz von ¢- und ¢-Linien. Was fiir Kurven sind die - bzw. die {-Linien?

(b) Skizzieren Sie den Urnriss der Fliache bei Betrachtung entlang der z-Achse bzw.
entlang der y-Achse bzw. entlang der z-Achse. :

6. Figur 2 zeigt eine kegeldhnliche Fliache S mit ‘Spitze’ A. Sie entsteht, wenn man
eine (ausziehbare) Stange, welche stets durch die Spitze A geht, an einer Schrau-
benlinie entlangfithrt. Der Grundriss der Fliche ist ein Kreis vom Radius R, der
Hohenunterschied ist h. '

(a) Fiihren Sie ein geeignetes Koordinatensystem ein und ermitteln Sie eine Para-
meterdarstellung der Flache mit den Parametern ¢ und ¢.

(b) Was fiir Kurven sind die o-Linien bzw. die t-Linien?

Y

Figur 2 (Aufgabe 6)

Figur 1 (Aufgabe 1)

Bitte wenden!
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